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Im Rahmen des Seminars Modellanalyse werden verschiedene wissenschaftliche Themengebiete
wie Integralrechnung, Entity-Relationship-Modell und Wahrscheinlichkeitstheorie im Sinne von Model-
len betrachtet und analysiert. Die Tatsache, dass jedes dieser Gebiete als ein Modell nur innerhalb
einer bestimmten Disziplin der Wissenschaften verstanden wird und vom Betrachter bzw. von
der Zeit der Betrachtung abhdngt, ist ein wichtiger Ausgangspunkt. Die Auffassung als Modell
ist also kein objektives Ergebnis.

Die Aussage, dass graphentheoretische Modelle Anwendung in vielen Bereichen der Natur-,
Sozial- und Ingenieurwissenschaften finden, wird zwar allgemein akzeptiert. Sie setzt jedoch
voraus, dass man tiber einige grundlegende Kenntnisse verftigt. So ist die Frage danach, worum
es bei einem graphentheoretischen Modell geht, nicht einfach und in Kiirze zu beantworten.
Beschéftigt man sich mit graphentheoretischen Modellen, wird man oft zwei Beziehungen kldren
miissen: Wovon und wofiir sind die in der Graphentheorie vorkommenden Gegenstinde Modelle!.

Graphen, die der zentrale Gegenstand der Graphentheorie sind, stehen daher in dieser Ausarbei-
tung im Mittelpunkt und werden in Abschnitt 3 genauer betrachtet. Es wird aufierdem noch nach
Kontexten gesucht, in denen die Graphen als Modelle aufzufassen sind, und die Herstellungs-,
Anwendungs- und die Beurteilungssichtweise mit berticksichtigt. Die Begrifflichkeiten wie Mo-
dell des Modellseins, Modell von etwas, Modell fiir etwas, der Cargo eines Modells etc. beziehen sich auf
Professor Mahrs Arbeiten [Mah03, Mah08a, MahO08b].

Bei der Frage nach der Bedeutung der Graphentheorie als Modelltheorie bzw. der Graphen als Mo-
delle liegt es nahe, zuerst einen Blick auf die historische Entwicklung zu werfen. Eine vollstindige
Untersuchung der Geschichte der Graphentheorie wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.
Im Folgenden wird daher nur ein kurzer historischer Abriss gegeben, der sich an ,Graph Theory
1736 - 1936” von Biggs, Lloyd und Wilson [BLW76] orientiert.

1 Ein Blick auf die Entwicklung der Graphentheorie

In seinem Aufsatz ,Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis” 2, der als die erste Publi-
kation tiber die Graphentheorie gilt, hat der Schweizer Mathematiker Leonhard Euler im Jahr
1736 den Begriff Geometrie der Lage erstmals erwdhnt, obwohl er selbst die erstmalige Verwendung
Leibniz zuschrieb. Bevor er sich mit dem eigentlichen Problem befasste, namlich der Frage, ob es
moglich ist, einen Rundgang durch die Stadt Koénigsberg, das heutige Kaliningrad, zu machen,
der jede der sieben Briicken iiber den Fluss Pregel® genau einmal benutzt, schrieb er im ersten

1Bei der Auffassung eines Gegenstands als Modell beobachtet Professor Bernd Mahr, dass dieser in einem Zusammen-
hang steht, in dem er sowohl als Modell von etwas betrachtet wird, als auch als Modell fiir etwas. Dadurch ist die Identitiit dieses
Gegenstands als Modell bestimmt und darauf das konzeptuelle Modell des Modellseins aufgebaut. [MahO08b]

2 Auf Deutsch ,Ldsung eines Problems, das zum Bereich der Geometrie der Lage gehort”. Eine deutsche Ubersetzung liefert
Velminskis Buch ,Leonhard Euler. Die Geburt der Graphentheorie” [Vel09].

3Der Pregel heifit heutzutage Pregolya.



Abschnitt der Arbeit [Vel09]:

,Neben jenem Bereich der Geometrie, der die Grofien untersucht und zu allen
Zeiten eifrig studiert wurde, gibt es noch einen anderen bis jetzt beinahe unbekannten,
den Leibniz als erster erwdhnt und Geometrie der Lage (Geometriam situs) genannt
hat.”

Was er unter der Geometrie der Lage verstand ist im Text sehr klar beschrieben: Die Grofien und
das Rechnen mit Grofien sind nicht Gegenstand der Untersuchung, sondern vielmehr die Eigen-
schaften der Lage von Objekten.

Aus dieser Geometrie der Lage ist die Graphentheorie als ein noch junges Teilgebiet der Ma-
thematik zusammen mit der Topologie hervorgegangen. Sie beschiftigt sich mit der Darstellung
von Objekten und deren Beziehungen untereinander. Im Gegensatz zu vielen anderen Zweigen
der Mathematik liegt ihr kein fundamentales Problem der Berechnung oder Messung zugrunde.
Vielmehr wurde sie aus Problemen heraus entwickelt, die oft nicht viel mehr als kleine Rétsel oder
Puzzle wie z.B. das Konigsberger Briickenproblem oder das Springerproblem* waren.

Der Austausch von Ideen zwischen zwei unterschiedlichen wissenschaftlichen Bereichen hat
meist positive Auswirkungen auf beide Gebiete. Die Kombination von mathematischen und
chemischen Gedanken zum Beispiel inspirierte einige Begriffe einschliefllich des Wortes Graph
in der Graphentheorie. Mit seinem Artikel ,On the theory of the analytical forms called trees” in
der Zeitschrift Philosophical Magazine von 1857 brachte Arthur Cayley seine Arbeit tiber Biume,
eine spezielle Klasse von Graphen, mit der Struktur chemischer Verbindungen in Beziehung®.
Sein Aufsatz war beeinflusst von einigen Arbeiten seines Freundes James Joseph Sylvester. Der
englische Mathematiker Sylvester war sehr bekannt fiir seine einfallsreiche Begriffswahl. Er war
tiberzeugt von einer engen Verbindung zwischen Chemie und Algebra, nachdem er die graphische
Notation® kennengelernt hatte, und publizierte 1878 den Aufsatz ,Chemistry and Algebra” im Journal
Nature [Syl78], wo der Begriff Graph im heutigen Sinne zum ersten mal benutzt wurde. Die Idee,
jede Struktur chemischer Verbindungen als ein Diagram bzw. Graphen darzustellen, geht aber
schon bis ins Jahr 1789 auf Arbeiten des Chemikers William Higgins zurtick [WP60].

Zweihundert Jahre nach dem Erscheinen von Eulers Losung des Konigsberger Problems wurde
das erste Lehrbuch , Theorie der endlichen und unendlichen Graphen™ [Kon36] zur Graphentheorie
publiziert, das vom ungarischen Mathematiker Dénes Konig 1936 geschrieben wurde. Damit wur-
de das Interesse an der Graphentheorie noch weiter verbreitet und eine eigenstandige Disziplin
der Mathematik geboren.

2 Graphische Notation

Im Abschnitt ,Graphic Notation” seiner Lecture notes for chemical students [Fra66] legte Edward Fran-
klands seine Vorstellung tiber ,graphische Notation” dar: Mit Hilfe der graphischen Notation wird
weder die Form der Molekiile noch die relative Position der darin enthaltenen Atome reprasen-
tiert, sondern lediglich eine statische Darstellung der Anordnung von einzelnen Atomen. Die
Kanten, die die Atome einer chemischen Struktur verbinden, dienen nur zur Veranschaulichung
der genauen Struktur der Bindungen.

4Gefragt ist, wie ein Springer alle N? Felder eines N x N- Schachbretts genau einmal in einem kontinuierlichen Zug
erreichen kann.

SDer Begriff Baum wurde von Cayley als erstem verdffentlicht [Cay57], obwohl das Konzept schon 10 Jahre frither von G.
K. C von Staudt [v547] und G. R. Kirchhoff [Kir47] eingefiihrt wurde. Aus diesem hat sich beispielsweise die Datenstruktur
»Suchbaum” entwickelt, die in erster Linie zur effizienten Speicherung und Verwaltung von grofien Datenmengen in der
Informatik eingesetzt wird.

®Viele Wissenschaftler trugen zum Begriff Graphische Notation, auf Englisch Graphic notation, bei. Unter anderem waren
der deutsche Chemiker Friedrich August Kekulé von Stradonitz, der englische Chemiker Edward Frankland und der
englische Mathematiker William Kingdon Clifford daran beteiligt.



Ein Beispiel der chemischen Struktur der Salpetersdure verdeutlicht diese Idee. In Abbildung 1
sind die symbolische und die graphische Formel” der Salpetersdure dargestellt. Man sieht, dass
zwei der Sauerstoffsatome mit beiden Bindungen mit dem Stickstoff verkniipft sind, wahrend das
dritte Sauerstoffatom sowohl mit dem Stickstoff als auch mit dem Wasserstoff verbunden ist.
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Abbildung 1: symbolische und graphische Formeln der Salpetersdure

In der sogenannten graphischen Notation erahnt man schon das Graphenkonzept im heutigen
Sinne: Die Atome einer chemischen Verbindung werden durch Kreise mit den jeweiligen chemi-
schen Symbolen der Elemente symbolisiert, die Bindungen durch Kanten. Mittels der graphischen
Notation ist die chemische Struktur nun eindeutig bestimmt und z.B. die Frage geklart, warum
manche chemische Stoffe trotz ihrer gleichen Summenformel unterschiedliche chemische, phy-
sikalische und biologische Eigenschaften zeigen: Die Atome in unterschiedlichen Stoffen sind
unterschiedlich verkniipft.®

Die Chemiker haben bei der Erforschung der chemischen Verbindungen die graphische Notation
eingesetzt. Die Verhiltnisse der Atome zueinander werden dadurch sichtbar, indem die entspre-
chende graphische Formel als chemisches Modell fiir die Struktur der jeweiligen chemischen
Substanz verstanden wird. Dank der graphischen Notation wird die Existenz der Isomere bildlich
klar und sofort einsehbar.

3 Graphen

Ein besonderer Reiz der Graphentheorie liegt in ihrer Anschaulichkeit und der Vielfalt der ver-
wendbaren Beweistechniken. Als zentraler Begriff der Graphentheorie wird daher hier das Kon-
zept von Graphen nédher betrachtet. Eine mogliche Definition der Graphen befindet sich z.B. in
Koénigs Artikel ,,Uber Graphen und ihre Anwendung auf Determinantentheorie und Mengenleh-
re” [Kon16]:

Es sei eine endliche Anzahl von Punkten gegeben; gewisse Paare, die man aus diesen
Punkten auswihlen kann, sollen durch eine oder mehrere Kanten verbunden werden.

Eine auf diese Weise entstehende Figur wird im allgemeinen als ein Graph bezeichnet.

Diese Definition wird nach heutiger Klassifikation als Multigraph bezeichnet. Die tiblichste Defi-
nition der Graphen lautet jedoch:

Definition 3.1 Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) disjunkter Mengen mit E C [V]?, wobei [V]? die Menge
aller 2-elementigen Teilmengen von V ist.

o Die Elemente von V nennt man die Ecken oder Knoten des Graphen G.

’Die symbolischen Formeln werden heute als Summenformeln bezeichnet, die graphischen als Konstitutionsformeln.
8Solche chemischen Verbindungen werden heutzutage als Isonere bezeichnet.



o Die Elemente von E nennnt man die Kanten des Graphs G.

Bildlich kann man einen Graphen G darstellen, indem man die Knoten als Punkte zeichnet und
jeweils zwei dieser Punkte genau dann durch eine Linie verbindet, wenn zwischen den entspre-
chenden Knoten eine Kante existiert. Die Graphen in Definition 3.1 heifien auch einfache Graphen
und sind nicht gerichtet. Es gibt aber noch andere Typen von Graphen innerhalb der Graphen-
theorie wie Multigraph, Digraph, Gewichteter Graph, Hypergraph etc. und ihre Kombinationen, auf
die hier nicht tiefer eingegangen wird.

Graphen geben einen Eindruck von Bildlichkeiten, etwa wie Gemailde oder Diagramme. Dies geht
aber nur, wenn die Menge der betrachteten Knoten und Kanten nicht all zu grof8 ist, d.h. wenn man
eine tibersichtliche Veranschaulichung durch geschicktes ,Malen” der Knoten und Kanten erhal-
ten kann. Die Idee, manche Probleme als Graphen darzustellen, stellt gewisse Anspriiche an das
Abstraktionsvermogen. Aber die Theorie, die mit solchen Strukturen umgeht, bietet als Ausgleich
dafiir eine Moglichkeit, die Losungen dieser Probleme aus der Darstellung als Graph zu gewin-
nen. In Abbildung 2° findet man Eulers berithmte Zeichnung zum Kénigsberger Briickenproblem.
Sie veranschaulicht die Lagebeziehung der 7 Briicken, die durch 4,b,c,d, e, f und g gekennzeich-
net sind, der Insel Kneiphof (A) und der anderen 3 durch den Fluss Pregel geteilten Gebiete B, C
und D. Euler hat aber nicht nur die Unl6sbarkeit des konkreten Briickenproblems in Konigs-

Abbildung 2: Eulers Zeichnung zum Koénigsberger Briickenproblem

berg mittels der Zeichnung bewiesen, sondern auch eine Art Losungsmuster zu allgemeinen
Briickenproblemen angegeben. Darin erkennt man vielleicht noch nichts von modernen Graphen.
Abstrahiert man Eulers Zeichnung jedoch entprechend weiter, ndmlich die Gebiete (A, B, C und
D) als Knoten und die Briicken (g, b, ¢, d, e, f und g) als Kanten eines Graphen, verschwinden zwar
die geographischen Informationen wie Flussumrisse und Stadtteile , aber gleichzeitig erlangt man
eine elegante modellartige Problembeschreibung. Diese Moglichkeit, verschiedenste Probleme auf
dhnliche Weise abstrakt darzustellen und mit einheitlichen Methoden zu bearbeiten, macht die
Graphentheorie so attraktiv. Die Abildung 3!° gibt eine Illustration der Abstraktion von Eulers
originaler Zeichnung.

4 Rundreisen in Graphen

Unterschiedliche Begriffe wie Zusammenhinge, Wege, Firbungen und Netzwerke bereichern den
Inhalt der Graphentheorie. Sie sind Grundlagen der Modellierung von Problemen. Diese Aus-
arbeitung kann jedoch den Umfang eines Lehrbuchs der Graphentheorie nicht abdecken und
verweist daher fiir die Begriffsdefinitionen auf Professor Diestels ,Graphentheorie” [Die06]. Geht

9Sie stammt aus Professor Mahrs ,Denken in Modellen. Zur Losung des Konigsberger Briickenproblem” [Mah09].
Vgl ,Denken in Modellen. Zur Lisung des Konigsberger Briickenproblem” [Mah09].



Abbildung 3: Eulers Zeichnung als Modell mit eingezeichnetem Cargo

man nun einen Schritt weiter und definiert die Begriffe Eulerweg bzw. -kreis'!:
Definition 4.1 Gegeben ein Graph G = (V, E)'2.

o Lin Eulerweg in G ist ein Weg, der jede Kante von G genau einmal benutzt.

o Ein Eulerkreis ist ein geschlossener Eulerweg.

Dann kann man die Sétze, die Euler durch das Kénigsberger Briickenproblem erstmals herausge-
funden hat, wie folgt darstellen:

Satz 4.2 Fiir einen zusammenhingenden Graphen G gilt:

o Wenn G mehr als 2 Knoten ungeraden Grades hat, dann enthilt G keinen Eulerweg bzw. -kreis.

e Wenn G keine oder 2 Knoten ungeraden Grades hat, dann enthiilt G einen Eulerkreis bzw. -weg.

Damit haben sich die Graphen und Eulers Satz als ein niitzliches Werzeug etabliert. Denn sie
sind nicht nur fiir diese konkrete Frage nach der Existenz eines Rundgang in Konigsberg an-
wendbar, sondern fiir die gesamte Klasse der Briickenprobleme.'®> D.h. der von einem gewissen
Briickenproblem konstruierten Graph, sei er diagrammlich einsichtlich oder gedanklich struk-
truell erfassbar, kann bei der Entscheidung als ein Modell von der kontreten Problemsituation
dienen. Man arbeitet weitgehend nur an diesem Modell und tiberpriift die Bedingung fiir einen
moglichen Rundgang nach in Satz 4.2 beschriebenen Kriterium. Am Ende bekommt man eine
eideutige Aussage, ob ein gewtiinschter Spazierweg existiert oder nicht.

5 Vierfarbenproblem

Das Vierfarbenproblem ist sicherlich eines der bekanntesten Probleme in der Graphentheorie:
Daraus sind der Teilzweig der Graphenfarbung und unter anderem auch der Begriff Chromatische

Dje Definitionen der benétigten Begriffe wie Wege, Grad eines Knotens und Zusammenhinge kann man z.B. in [Die06]
nachschlagen.

2Fiir den Graphen, der hier verwendet wird, wird allgemein nicht gefordert, dass zwischen zwei Knoten héchstens
eine Kante existiert.

BEuler erwihnte eine mogliche Losung zur Existenzfrage eines solchen Spazierweges in Kénigsberg, namlich durch
eine genaue Aufzdhlung aller moglichen Gange. Er hielt dies fiir zu mithsam und schwierig und entwickelte deswegen
eine ,einfache” Methode, die heute als Ursprung der Graphentheorie gilt.



Zahl'* entstanden. Es geht dabei um eine sehr realistische Frage im Alltag, namlich ob es moglich
ist, die Liander einer Landkarte stets so mit vier Farben zu fiarben, dass keine zwei Linder mit
gemeinsamer Grenze gleich gefarbt sind. Angeblich hat ein gewisser Francis Guthrie 1852 bei der
Farbung der Landkarte von England die These aufgestellt, dass vier Varben ausreichen sollten. Er
teilte seinen Gedanken seinem Bruder Frederick Guthrie mit, der damals einer von Augustus De
Morgans Studenten war. De Morgan konnte den Beweis nicht fithren und leitete im gleichen Jahr
die Frage in einem Brief an seinen irischen Kollegen William Rowan Hamilton weiter. Bekannt
wurde das Problem jedoch durch Cayleys Vortrag an der London Mathematical Society im Jahr
1878. Alfred Bray Kempe, der bei Cayley Mathematik studierte, gab im Jahr darauf einen ver-
meintlichen Beweis [Kem?79], der 1890 von Heawood zum Fiinffarbensatz korrigiert wurde." Das
Vierfarbenproblem hat seitdem viele Wissenschaftler interessiert, aber fiir mehr als ein Jahrhun-
dert konnte es niemand wirklich vollstindig beweisen. Erst im Jahr 1977 gelang Kenneth Appel
und Wolfgang Haken ein Beweis, der auf Kempes Idee beruhte und Unterstiitzung durch einen
Computer benétigte. Wer einen wesentlich kiirzeren und einfacheren Beweis nachlesen will, sei
auf N. Robertson, D. Sanders, P. D. Seymour und R. Thomas , The four-colour theorem™ [NRT97]
verwiesen.

Abgesehen von seiner langen Geschichte ist das Vierfarbenproblem fiir uns deswegen interessant,
weil der wesentliche Schritt vom Konkreten ins Abstrakte darin besteht, das Farbungsproblem
durch Graphen darzustellen: Jedes Land bzw. Gebiet wird durch einen Knoten dargestellt. Eine
Kante verbindet zwei Knoten genau dann, wenn die korrespondierenden Lander eine gemeinsame
Grenze besitzen. Die Frage danach, wieviele Farben ausreichen, um eine Landkarte wie gefordert
so einzufdrben, dass keine zwei benachbarten Lander gleiche Farben haben, wird in die Frage
nach der chromatischen Zahl'® des entsprechend aufgestellten Graphen umgewandelt.

In Abbildung 4a ist eine Landkarte mit 4 Landern gegeben. Will man nun sie wie gewiinscht
einfarben, wird auf jedem Land nach dem oben beschriebenen Prinzip genau ein Knoten mar-
kiert und falls zwei Lénder benachbart sind, eine Kante zwischen den entsprechenden Knoten
eingetragen (Abbildung 4b). Der Graph in diesem Beispiel ist vollstandig, d.h. alle 4 Knoten sind
paarweise benachbart. Daher ist die chromatische Zahl gleich der Anzahl der Knoten. Also ist
der Graph mit 4 Farben zu farben (Abbildung 4c). Kehrt man zur urspriinglichen Anforderung
zuriick, dann kann man die Landkarte wie in Abbildung 4d gezeigt farben.

)

(a) Eine Landkarte mit 4 (b) Die Landkarte mit 4 (c) Der Graph mit chro- (d) Die Landkarte mit 4

Landern Lander in Graphen um- matischer Zahl 4 Lander in Graphen um-
gewandelt gewandelt

Abbildung 4: Farbungsbeispiel

Aus dem Vierfarbenproblem ist die Graphenfirbung als ein neuer Zweig innerhalb der Gra-
phentheorie entstanden. Sie beschiftigt sich sowohl mit Knoten- als auch mit Kantenfarbungs-
problemem. Bei der Knotenfdarbung sollen je zwei benachbarte Knoten stets unterschiedliche
Farben haben, wahrend bei der Kantenfarbung keine zwei benachbarten Kanten gleich gefarbt

H4Fiir die Definition bitte z.B. in [Die06] nachschlagen.

15Giehe 149f. ,Graphentheorie” [Die06].

16Dje chromatisch Zahl von einem Graphen ist die Minimalzahl von Farben, die man benétigt um ihn zu férben, so dass
durch Kanten verbundene Knoten verschiedene Farben haben.



sein diirfen. Die Graphenfarbung ist fiir viele praktische Anwendungen einsetzbar, wie z.B. das
Aufstellen von Arbeitspldnen!” oder das Zuweisen von Registern in Prozessoren. Man erkennt
hier wieder, dass das Problem dadurch aufgelost wird, dass die Situationsbeschreibung in einem
Graphen tibersetzt und die Graphenfarbung als Theorie genutzt wird. Graphen dienen hier als
Modelle einer bestimmten Landkarte, eines Arbeitsplanes etc.

6 Graphen und die perzipierbare Wirklichkeit

In den vorangegangenen Abschnitten wurde ein kurzer Uberblick {iber die historische Entwick-
lung der Graphentheorie gegeben, und einige wichtige Probleme dargestellt, die mit Hilfe von
Graphen gelost wurden und dementsprechend einige der wichtigsten graphentheoretischen Be-
griffe hervorbrachten. Dadurch erhélt man schon eine erste Vorstellung, in welchem Kontext bzw.
bei welcher Art der Fragestellung die Graphen als Modell angesehen werden konnen, namlich
genau diejenigen, in denen die betrachteten Objekte in bindren Beziehungen zueinander stehen.

Im Bereich der analytischen Chemie, die sich mit der Identifizierung und der Mengenbestimmung
von chemischen Substanzen beschéftigt'®, bildet jede Konstitutionsformel die Beziehungstruktur
der Atome in der untersuchten chemischen Substanz graphisch ab. Die chemischen Formeln wer-
den nach dem Prinzip der graphischen Notation aufgestellt, geben eine abstrahierte Form der
chemischen Substanz wieder und tragen als Modelle zur quantitativen, qualitativen und struk-
turellen Analyse bei. Durch diese modellhafte Darstellung werden die Informationen tiber die
Bindungsbeziehungen zwischen den Atomen, aus denen die chemischen Substanzen aufgebaut
sind, klar herausgestellt. Dadurch, dass die Konstitutionsformeln als Trager dieser Information
dienen, sind sie als Modelle erkennbar. Die transportierte Information wird auch als Cargo dieses
Modells bezeichnet.

Bei den Briickenproblemen stehen die Orte durch Briicken zu einander in Beziehung. Seine
Losungsmuster entwickelte Euler vom konkreten Konigsberger Briickenproblem. Fiir dies ist
seine Zeichnung (Abbildung 2) offenbar ein Modell, das immerhin noch einen groben Flussver-
lauf des Pregels und vereinfachte Formen der Briicken bzw. Gebiete wiedergibt. Aber nutzt man
Eulers Kriterien!? aus, die nur von Gebieten und Anzahl der Briicken sprechen, ist ein Graph
im heutigem Sinne visualisierbar (Abbildung 3). Der allgemeine Kontext, in dem Eulers Theorie
angewandt werden kann, umfasst nicht nur die Briickenprobleme. Denn ein beliebiger Graph,
der nicht unbedingt planar 2° sein muss, kann auch die Existenz eines Eulerweges bzw. -kreises
liefern, indem man Eulers Theorie benutzt. Solche Theorie kann man als Metamodell verstehen:
Beobachtet man ein bestimmtes Problem und stellt seine Ahnlichkeit mit dem Briickenproblem
fest, dann kann ein Graph nach Eulers Theorie (Satz 4.2) hergestellt werden. An diesem aufge-
stellten Modell tiberpriift man die Existenz der Losung der gewiinschten Art und bekommt eine
Antwort fiir das urspriingliche Problem.

Beim Farben einer Landkarte, in der benachbarte Liander unterschiedliche Farben besitzen sol-
len, entspricht die Beziehungsstruktur des Graphen der Nachbarschaftsstruktur zwischen den
Landern. Graphen als Modelle fungieren dabei als Briicke zwischen der wahrgenommenen Rea-
litdt und der mathematischen Abstraktion des Problems. Die Theorie und Algorithmen tiber die
Graphenfiarbung wurden weitgehend untersucht, aber ihre Anwendbarkeit beschrankt sich nicht
auf das Erzeugen von Landkarten. Die in Abschnitt 5 erwidhnten Bereiche sind gute Beispiele fiir
weitere Anwendungsmoglichkeiten.

7Die Knoten entsprechen dabei Aufgaben, und eine Kante wird zwischen zwei Aufgaben eingefiigt wenn sie nicht
gleichzeitig durchgefiihrt werden kénnen, weil sie z.B. eine gemeinsame Resouce benétigen.

Bhttp://de.wikipedia.org/wiki/Analytische_Chemie

19Siehe z.B. §20 [Vel09] und den Satz 4.2

20Ein Graph heif}t planar, wenn man ihn so in der Ebene zeichnen kann, dass sich die Kanten nur in ihren Endknoten
schneiden. In der Realitit ist z.B. vorausgesetzt, dass die Briicken sich nicht schneiden.



7 Zusammenfassung

Die Entwicklung der Theorie der Graphen, zu deren fundamentalen Bestandteilen die Begriffe
der Knoten und Kanten zihlen, wurde durch Ideen aus zahlreichen Gebieten der Wissenschaft
beeinflusst. Im Gegenzug haben graphentheoretische Konzepte und Methoden als Instrument in
viele Bereiche der Natur-, Sozial- und Ingenieurwissenschaften Einzug gehalten. Das verbindende
Element dabei sind die Graphen, die in all diesen Gebieten zur Modellierung von verschiedensten
und oft nur sehr vage formulierten realen Problemen verwendet werden. Um diesen Gedanken
genauer zu betrachten, geht man zur anfanglichen Diskussion des Modellseins der Graphen
zuriick:

Dem konzeptuellen Modell des Modellseins zufolge kann jedes Objekt grundsétzlich als ein
Modell aufgefasst werden, abhingig von der auffassenden Person, vom Zweck und von der
Zeit. Beispielsweise wird die graphische Notation einer bestimmten chemischen Substanz von
Chemikern als angemessenes Modell angesehen und verwendet, wéahrend sie fiir einen Kiinstler
vielleicht nie von Nutzen ist und er sie daher niemals als Modell betrachten wiirde.

Ein als Modell aufgefasstes Objekt ist von dem gedachten Modell selbst zu unterscheiden, wie
in Abbildung 5 gezeigt, wo M das Objekt und u das Modell ist, das erst durch das Modellurteil

Objekt « on Modell fir | Objekt

A M B

A
1

1als

Modell
Objekt

M

Abbildung 5: Diagramm der allgemeinen Kontexte eines Objekts M als Modell u

entsteht. Ein Modell ist daher ein virtueller Gegenstand und kann aufSerdem durch mehr als ein
Objekt reprasentiert werden. Anschaulich wird das anhand von Eulers Zeichnung in Abbildung
2 und des Graphen aus Abbildung 3, die beide als Modell des Kénigsberger Briickenproblems
verstanden werden, aber offensichtlich zwei verschiedene Objekte sind.

Im Modellurteil zeigt das Diagramm in Abbildung 5 auflerdem noch zwei Kontexte, in denen
das Modellobjekt M mit zwei anderen Objekten A und B in Beziehung steht. So wird M in der
Herstellungsperspektive als Modell von A gesehen, wihrend es in der Anwendungsperspektive
als ein Modell fiir B aufgefasst wird. Betrachtet man Graphen unter diesem Gesichtspunkt, so
sind sie einerseits bei der Produktion Modell von einer Beobachtung einer bestimmten Problem-
situation, wie z.B. das Farben einer gegebenen Landkarte. Andererseits dienen sie als Modell fiir
die Losung des Problems oder sogar fiir die Entwicklung einer weiterfithrenden Theorie, z.B.
fungiert ein anhand einer Landkarte konstruierter Graph als Modell fiir die Farbungsalgorith-
men. Graphen sind grundlegende Modelle fiir Anwendungen in vielen Bereichen, von denen wir
hier nur einige wenige Beispiele nennen wollen: Petri-Netze als bipartite, gerichtete Graphen zur
Modellierung nebenlédufiger Systeme, Transportnetzwerke in verkehrswirtschaftlichen Optimie-
rungsproblemen?!, das Entity-Relationship-Modell** mit Entititen als Knoten und Beziehungen wie
,ist ein” oder ,besitzt ein” als Kanten in der semantischen Datenmodellierung, oder Soziogram-

2lpje Untersuchung einer schnellsten Verbindung von einem Ort zu einem anderen Ort eines Verkehrsnetzes wird in der
Graphentheorie als kiirzester Weg behandelt, indem die Orte als Knoten und die Stralen als gewichtete Kanten modelliert
werden.
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me? zur graphischen Darstellung von Beziehungen innerhalb einer Gruppe in der Soziometrie.

In diesem Sinne kann man also sagen, dass die Graphen Modelle der Wirklichkeit sind.
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