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Zusammenfassung

Eine Matrix M ist k-anonym, wenn jede Zeile aus M zu mindestens k —1 anderen Zeilen
in M identisch ist. Um eine beliebige Matrix in eine k-anonyme Matrix zu iiberfiihren,
werden einige Zeichen in M durch x-Symbole ersetzt, das heiffit sie werden geldscht.
Eine Matrix durch eine minimale Anzahl an Loschungen in eine k-anonyme Matrix zu
iiberfiihren, ist ein gut untersuchtes NP-schweres Problem. Die Idee einer k-anonymen
Ausgabematrix wurde von Bredereck et al. [9] erweitert, sodass der Benutzer Einfluss auf
den Vorgang des Loschens nehmen kann. Der Benutzer erhélt hierbei die Moglichkeit
Muster vorzugeben, mit welchen sich bestimmen ldsst, welche Stellen in der Matrix
geloscht werden diirfen. Das Problem, ob sich aus einem gegebenen Muster und einer
Eingabematrix eine k-anonyme Matrix bilden lésst, ist als NP-schwer bekannt, selbst
fiir Spezialfalle. In dieser Arbeit wird ebenfalls die NP-Schwere gezeigt, allerdings mit
einer einfacheren Reduktion und fiir eingeschrinktere Spezialfille. Fiir NP-schwere Spe-
zialfdlle wird fixed-parameter-tractability gezeigt: Zum einen wird dies beziiglich der
Anzahl an Mustern und zum anderen beziiglich dem kombinierten Parameter aus der
Anzahl Loéschungen und der Anzahl verschiedener Muster gezeigt. Des Weiteren werden
verschiedene Kostenfunktionen vorgestellt, sodass der Benutzer mit der Wahl der Kos-
tenfunktion weiteren Einfluss auf die Gestalt der k-anonymen Ausgabematrix nehmen
kann.
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1 Einfiihrung

Mit der stédndig wachsenden Erhebung personenbezogener Daten zur statistischen Ver-
wertung stellt sich auch die Frage wie man die Privatsphére des Einzelnen schiitzen kann.
Somit ist das Anonymisieren von zu verdffentlichenden Daten zu einem interessantem
Forschungsgebiet geworden. Ein zentraler Begriff in diesem Gebiet ist k-Anonymity. Da-
ten werden in Matrizen gespeichert, dabei entspricht eine Zeile den Daten einer Person.
Mit einer k-anonymen Matrix bezeichnet man eine Matrix, in der jede Zeile zu mindes-
tens k£ — 1 anderen Zeilen identisch ist. Die Idee dabei ist, dass man kein Individuum
eindeutig einer Zeile zuordnen kann, wenn keine Zeile einmalig vorkommt. Im Allge-
meinen ist eine Matrix nicht k-anonym fir £ > 1. Um die gewiinschte Eigenschaft zu
erhalten, werden in ausgewéhlten Zeilen einige Eintrdge durch ein *-Symbol ersetzt;
man sagt sie werden geldscht. Das klassische k-ANONYMITY fragt fiir eine gegebene Ma-
trix welche Eintrage geloscht werden miissen, damit die Ausgabematrix k-anonym wird
und moglichst wenige x-Symbole enthélt. Da die veréffentlichten Daten von Nutzern
weiterverarbeitet werden, konnen, je nach Benutzer, gewisse Muster in der Gestalt der
Ausgabematrix erwiinscht sein.

Zum Beispiel kénnte ein Statistiker k-anonyme Daten erhalten haben, aber aufgrund der
Struktur dieser Daten wurden vorrangig die Stellen geloscht in denen relevante Daten
zur Verwertung standen. Liegt diese Struktur auch bei anderen in Frage kommenden
Datensétzen vor, so hat dieser Statistiker kaum eine Moglichkeit einen aussagekraftigen
anonymen Datensatz zu bekommen. Einfluss auf die Gestalt der Ausgabematrix kann
im klassischen k- ANONYMITY nicht vorgenommen werden. Bredereck et al. [9] haben ein
Konzept vorgeschlagen wie der Benutzer Einfluss auf die Form der Anonymisierung neh-
men kann. Dieses Konzept heiit PATTERN CLUSTERING. Wird die k-anonyme Matrix mit
PATTERN CLUSTERING erzeugt, so kann der vorher erwidhnte Statistiker Loschmuster
vorgeben, sodass die relevanten Stellen seltener oder gar nicht mehr geldscht werden. Ne-
ben der zu anonymisierenden Eingabematrix erhélt PATTERN CLUSTERING auflerdem
vom Benutzer gewédhlte Muster welche vorschreiben, wie geloscht werden darf. Diese
Muster (englisch Pattern) werden in Form von Vektoren tiber einem bindren Alphabet
dargestellt, sogenannten Patternvektoren. Jeder Patternvektor besteht aus so vielen Zei-
chen wie die Eingabematrix Spalten hat und gibt dabei an, welche Spalten einer Zeile
geloscht werden und welche nicht. Eine Losung fiir PATTERN CLUSTERING weist jeweils
mindestens k Zeilen der Eingabematrix auf einen Patternvektor zu. Diese Eingabezeilen
miissen in den Spalten, in denen nicht geléscht wird, identisch sein. Somit wandelt eine
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Losung eine Eingabematrix in eine k-anonyme Ausgabematrix um. Diese Arbeit greift
komplexitétstheoretische und algorithmische Resultate von Bredereck et al. [9] auf und
erganzt sie durch weitere Ergebnisse fiir interessante Spezialfille.

1.1 Verwandte Arbeiten

Im Jahr 2002 hat Sweeney [24] k-Anonymity, ein formales Modell zum Schutz der Pri-
vatsphéire beim Verdffentlichen von Daten, vorgeschlagen. Dieses Modell wurde schnell
populér. Bonizzoni et al. [6] zeigten, dass k-ANONYMITY NP-schwer ist, auch wenn die
Fingabematrix nur 8 Spalten hat und k = 4 gilt. Auflerdem ist es NP-schwer fiir £ = 3
[20], selbst bei einer AlphabetgroBe von zwei [6]. Blocki und Williams haben gezeigt fur
k =2 ist k~ANONYMITY in polynomieller Zeit l6sbar [3].

Die parametrisierte Komplexitéit von k- ANONYMITY wurde zuerst von Evans et al. [14]
untersucht. Sie zeigten unter anderen fixed-parameter tractability fiir den kombinier-
ten Parameter “Anzahl an Loschungen” und “Anzahl an Zeilen” in der Eingabematrix,
beziehungsweise beziiglich den kombinierten Parameter “Anzahl an Léschungen” und
“Anzahl an Spalten” in der Eingabematrix. Bonizzoni et al. [7] setzten die Untersu-
chungen fort und zeigten fixed-parameter tractability fiir den kombinierten Parameter
“Anzahl an Spalten” und Alphabetgrofie, sowie W[1]-Schwere beziiglich des Parameters
“Anzahl an Loschungen”. Bredereck et al. [§] haben NP-Schwere fiir den Spezialfall, dass
es nur zwei verschiedene Ausgabezeilentypen gibt, gezeigt. Aulerdem wurde ein Algorith-
mus vorgestellt, der fixed-parameter tractability beziiglich dem Parameter “Anzahl der
Eingabezeilentypen” nachweist. Neben dem klassischen k-ANONYMITY wurden bereits
Erweiterungen zu dem Modell entwickelt, wie zum Beispiel [-Diversity [19] p-Sensitive
[11} 25] oder Domain Generalization Hierachies [23] 21]. Aggarwal et al. [I] stellten eine
Moéglichkeit vor, mittels Clustering zu Anonymisieren: Sie definierten zwei Probleme, bei
welchen jeweils angenommen wird die Daten waren Punkte in einem Raum. Dabei soll
der Raum die Eigenschaft haben, dass Punkte die nah beieinander liegen dhnlich sind.
Daten welche nah beieinander sind, werden Zusammengefasst und anstatt der Daten
wird das Datum des gemeinsamen Mittelpunkts, der Radius und die Grofie des Clusters
verdffentlicht. Dabei wird zum Beispiel der gréfite Radius der Cluster minimiert. Die
Anonymitét wird durch eine Mindestgréfie der Cluster erreicht.

1.2 Pattern Clustering - Anwendungsmoglichkeiten

Anonymisierte Daten werden oft, beispielsweise in der Medizin, zu statistischen Auswer-
tungen genutzt. Dabei gilt es stets den Spagat zwischen dem Schutz der persénlichen
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Daten der Patienten und der Aussagekraft der anonymisierten Daten zu meistern. Klas-
sische Verfahren, wie zum Beispiel k-ANONYMITY, kénnen hier durchaus versagen. In
einem Beispielszenario zeigen wir die Vorteile von PATTERN CLUSTERING gegeniiber
k-ANONYMITY auf: Angenommen ein Biostatistiker mochte den Zusammenhang von
moglichen Erkrankungen und der beruflichen Tétigkeit von Patienten und zugleich den
FEinfluss von Tabakkonsum auf die jeweilige Krankheit untersuchen. Dabei sei nicht von
Interesse wie sich die Gewohnheit zu rauchen zu dem jeweiligen Beruf verhélt. Der Sta-
tistiker fordert nun Daten von Krankenh&usern an, mit der Information, dass folgende
drei Daten fiir ihn relevant sind: ob der Patient raucht, welche Krankheit er hat und
welche berufliche Tatigkeit er ausiibt. Ein Krankenhaus verfiige nun iiber einen Daten-
satz wie in folgender Tabelle:

Raucher Krankheit Beruf

Ja Hautkrankheit Chemiker

Nein Hautkrankheit Chemiker
Ja Lungenkrankheit | Chemiker
Ja Lungenkrankheit Arzt
Ja Lungenkrankheit Arzt
Ja Herzkrankheit Arzt

Nein Herzkrankheit Chemiker

Das Krankenhaus ist laut Bundesdatenschutzgesetz § 3 Absatz 6 BDSG, beziechungswei-
se Krankenhausdatenschutzgesetz der Lander, verpflichtet die Daten zu anonymisieren.

Es entscheidet sich fiir 2-ANONYMITY mit der geringsten Anzahl an Schwérzungen. Eine
Losung ist in Tabelle [I.1] abgebildet.

Raucher | Krankheit Beruf

Ja * Chemiker

Nein * Chemiker
Ja * Chemiker
Ja * Arzt
Ja * Arzt
Ja * Arzt

Nein * Chemiker

Tabelle 1.1: Abgebildet ist die kostenoptimale Losung fiir 2- Anonymity.

In diesem Fall wurde dabei die wichtige Spalte mit den Krankheiten vollstindig ge-
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schwérzt. Zusammenhéange beziiglich der Krankheiten sind damit in diesem ungiinstigen
Fall verloren. Wenn der Statistiker die Anonymisierung steuern kénnte, so wiirde er die-
sen ungiinstigen Fall verhindern. Eine Form der benutzergefiithrten Anonymisierung ist
PATTERN CLUSTERING. Dabei kann der Statistiker Muster zum Loschen vorgeben. Diese
Muster werden in Form von Zeilen représentiert. Je nach Symbol in diesen Zeilen kann
in der entsprechenden Spalte, in der das Symbol steht, geléscht werden oder nicht. Diese
Zeilen werden Patternvektoren genannt. Das x-Symbol in dem Patternvektor ¢ bedeu-
tet: In jeder Zeile, die auf ¢ zugewiesen wird, wird die Spalte des x-Symbols gel6scht.
Das -Symbol gibt an, dass an entsprechender Stelle nicht geldscht wird. Der Statistiker
wahlt also einen Patternvektor aus, welcher den Zusammenhang zwischen Krankheit und
Rauchen erhélt, und einen Patternvektor, der den Zusammenhang zwischen der Krank-
heit und dem Beruf erhélt. Wegen moglichen Datenzeilen, welche nicht auf die bisherigen
Patternvektoren passen, wéhlt er noch einen Patternvektor, der alles 16scht aufler der
Krankheit. Da die Anzahl an geléschten Zeichen minimiert wird, wird dieser letzte Pat-
ternvektor von einer optimalen Ldsung nur so oft benutzt wie notwendig, denn er 16scht
doppelt so viele Zeichen wie die sonstigen Patternvektoren. Die Patternvektoren sind in
Tabelle abgebildet. Auflerdem ist in Tabelle eine resultierende Loésung zu sehen.
Sie enthélt den Zusammenhang, dass Chemiker erhéht an Hautkrankheiten leiden und
Raucher erhéht an Lungenkrankheiten. Dieses einfache Beispiel zeigt die Vorteile von
benutzergefithrter Anonymisierung.

Raucher Krankheit Beruf

* Hautkrankheit Chemiker

Patternmatrix P * Hautkrankheit Chemiker
(%, O, 0O) Ja Lungenkrankheit *
(8,0, %) Ja Lungenkrankheit *
(%, O, %) Ja Lungenkrankheit *
* Herzkrankheit *
* Herzkrankheit *

Tabelle 1.2: Diese Abbildung zeigt die Patternmatrix P und eine Losung fiir PATTERN
CLUSTERING mit einer minimalen Anzahl an geldschten Zeichen.
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Anonyme Datensdtze. Datensdtze, wie zum Beispiel Umfrageergebnisse oder Patien-
tendaten, konnen unterschiedlich dargestellt werden. In dieser Arbeit wird ein Datum
v € X™ als Zeilenvektor der Lange m iiber einem Alphabet ¥ aufgefasst. Der Vektor v
wird auch Datumszeile genannt. Mit v[i] wird der Wert von v an der Stelle i bezeichnet.
Als Datensatz M € ™™ wird eine Matrix oder Tabelle bezeichnet. In dieser Tabelle
besitzt jede der n Datenzeilen m Eintrdge. Um mengentheoretische Operationen auf die
Zeilen der Matrix anwenden zu kénnen, muss man sie als Menge darstellen. Bei einer
einfachen Uberfithrung in eine Menge gingen Datenzeilen verloren, welche doppelt sind.
Daher wird hier das Konzept der Multimenge benutzt. In einer Multimenge kénnen Ele-
mente mehrfach enthalten sein. Die Multimenge R(A) einer beliebigen n x m-Matrix A
enthélt alle Zeilen aus A und wird Zeilenmenge genannt. Es gilt stets |R(A)| = n.

Da es im Zusammenhang mit Anonymitéat iiblich ist, dass ein Datum nicht einmalig ist,
wird mit #v stets die Anzahl von Elementen bezeichnet, die in R(M) identisch mit v
sind. Es gilt #v = [{u: u € R(M) Au = v}|. Als Eingabezeilentyp t wird eine maximale
Menge von identischen Eingabezeilen bezeichnet.

Definition 1. Ein Datensatz M ist k-anonym wenn jede Datenzeile mindestens k mal

vorkommt, das heif$t fir alle v € R(M) gilt #v > k.

Siehe Abbildung [2.1] fiir eine Illustration von zwei Datensétzen.

Patternvektoren. Im Allgemeinen ist ein Datensatz nicht k-anonym. Um diese Eigen-
schaft zu erhalten, werden in einigen Datenvektoren Eintrige geschwérzt um so Gleich-
heit verschiedener Zeilen zu erreichen. Genauer wird die Stelle 5 im Datum v geschwérzt,
indem v[j] = x gesetzt wird, wobei das x-Symbol als eine Art geschwérztes Zeichen inter-
pretiert werden kann, welches nicht im urspriinglichem Alphabet X ist. In dieser Arbeit
werden geschwérzte Zeichen auch geléschte Zeichen genannt. Bei benutzergefiihrter An-
onymisierung wird ein Muster vorgegeben, um Schwérzungen an entsprechenden Stel-
len zu erreichen. Formal besteht das Muster aus Patternvektoren. Ein Patternvektor
g € {0, x}™ ist ein Vektor der Lénge m und besteht aus [J-Symbolen und *-Symbolen,
wobei das [J-Symbol bedeutet, dass das entsprechende Zeichen erhalten wird und das
*Symbol, dass es geschwirzt wird. Mit P € {{J, x}P*™ werden alle zur Verfiigung ste-
henden Patternvektoren bezeichnet. Die Patternmatriz P ist ein Teil der Eingabe. Als
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Abbildung 2.1: Diese Abbildung zeigt zwei Datensétzen mit jeweils vier Eingabezeilen.
Der links abgebildete Datensatz ist 1-anonym, der andere Datensatz ist
2-anonym.

(%, %, O) (O, O, %)

Abbildung 2.2: Diese Abbildung zeigt zwei Patternvektoren der Linge drei. Der linke
Patternvektor wiirde zwei Zeichen schwérzen, namlich das erste und das
zweite. Der rechts abgebildete Patternvektor wiirde nur das letzte Zei-
chen schwirzen.

Patternvektorentyp t wird eine maximale Menge von identischen Patternvektoren be-
zeichnet. Mit p; wird die Anzahl an verschiedenen Patternvektorentypen in P bezeichnet.
Siehe Abbildung fiir eine Illustration.

Zuweisungen. Wie bereits erwahnt, werden zum Anonymisieren die Datenvektoren auf
Patternvektoren zugewiesen. Eine solche Zuweisung wird mit ¢ : M — P bezeichnet.
Im Folgenden wird gesagt, dass ¢ dem Patternvektor ¢ die Eingabezeile v zuweist, wenn
p(v) = g gilt.

Eine solche Zuweisung ¢ heifit total genau dann, wenn fiir alle v € M gilt, dass ¢(v) € P.
Fiir jede Eingabezeile v; ist ¢(v;) ein Patternvektor und ¢(v;)[7] ist das j-te Symbol dieses
Patternvektors und M[i][j] ist das Matrixelemente in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Definition 2. Fine Zuweisung heifit konsistent genau dann, wenn sie total ist und fiir
alle Urbilder v,z mit dem gleichen Bild ¢ = p(v) = ¢(x) gilt: q[j] = O = v[j] = z[j].
Als Ergebnis M’ einer Zuweisung wird ebenfalls eine n x m Matriz bezeichnet, welche
durch folgende Funktion erzeugt wird.

) = { MO et =0

Definition 3. Fine Fingabezeile v passt konsistent auf einen Patternvektor q auf den
schon eine andere Fingabezeile u zugewiesen wurde, wenn fir q = ¢(u) gilt: q[j] = O
= v[j] = ulj]. Der resultierende Ausgabezeilentyp t ist ein Vektor der Linge m, der sich
von v nur dadurch unterscheidet, dass er an den Stellen der x-Symbole in q ebenfalls
*-Symbole hat. Man sagt t wurde von q erzeugt.
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1273 o )= (x0,%) * |2 ] *
31211 (%, O, %) e([3]2]1])=(x0%) * | 2] %
11214 (O % 0) o( ) = (0,%,0) 1% |4
13[4 o([TT314])=(0,x0) 1] x4

Abbildung 2.3: Abgebildet ist hier ein kleines Beispiel. Von links nach rechts ist die Ein-
gabematrix, zwei Patternvektoren, eine Abbildung ¢ und die 2-anonyme
Ergebnismatrix zu sehen.

Definition 4. Eine Zuweisung ¢ heifit fiir M genau dann k-anonym, wenn das Ergebnis
M' von ¢ k-anonym ist.

Siehe Abbildung fiir die Illustration einer Abbildung.

In Tabelle sind alle wichtigen Bezeichner und Symbole dieser Arbeit dargestellt.
Mit diesen Definitionen wird nun PATTERN CLUSTERING, das zentrale Problem dieser
Arbeit, definiert.

PATTERN CLUSTERING

Eingabe: Eine Eingabematrix M € ¥™"*™  eine Matrix mit Patternvektoren
P e {0, %}P*™ und zwei natiirliche Zahlen s und k.

Frage: Existiert eine konsistente Zuweisung ¢ von M in P, sodass die Anzahl
an x-Symbolen in der Ergebnismatrix M’ hochstens s ist und ¢ k-anonym ist?

2.1 Parametrisierte Komplexitatstheorie

Die parametrisierte Komplexitétstheorie erweitert die Probleme um einen Parameter,
um so Probleme genauer zu klassifizieren. Der Fokus der parametrisierten Komple-
xitétstheorie liegt dabei auf NP-vollstéandigen Problemen (NP ist die Klasse der Proble-
me, die von einer nichtdeterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit entschie-
den werden konnen [16]). Zunéchst wird definiert wie ein Problem um einen Parameter
erweitert wird.

Definition 5. FEin parametrisiertes Problem ist eine Sprache L C ¥* x N, wobei 3 ein
beliebiges endliches Alphabet ist. Fine parametrisierte Probleminstanz ist ein geordnetes
Paar (I,e) € ¥* x N, wobei I die eigentliche Probleminstanz ist und e der Parameter.

Mit Hilfe des Parameters kann die Komplexitidt von Problemen feiner unterschieden
werden. Die wichtigste parametrisierte Komplexitétsklasse ist FPT.

10
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Symbol Name Beschreibung
k Anonymitéat Grad der Anonymitét
by Eingabealphabet 3] ist ein endliches Alphabet
n Anzahl Eingabezeilen n €N
m Anzahl Eingabespalten meN
M Eingabedaten als Matrix M e ¥nxm
M’ Ergebnis einer Zuweisung M e (xux)nxm
R(M) Multimenge aller Eingabezeilen | z € R(M )<z ist Zeile in M
S Kostenschranke seN
P Matrix der Patternvektoren Pe{d, xppxm
P Anzahl Patternvektoren in P peN
jn Anzahl Patternvektorentypen in P pr €N
qi i-ter Patternvektor 1<i<|P|=gq €P
© Zuweisungsfunktion po:M—P
#4i Anzahl Zuweisungen Hv:ve MAp©)=q¢l}

Tabelle 2.1: Wichtige in der Arbeit verwendeten Symbole und ihre Bedeutung.

Definition 6. FEin parametrisiertes Problem L C X* x N ist in FPT, wenn fir eine
gegebene parametrisierte Probleminstanz (I,e) in f(e) - f,(|I|) Zeit entschieden werden
kann ob (I,e) € L gilt. Dabei ist f eine beliebige, nur von e abhdngige, berechenbare
Funktion und f, ist ein Polynom in Abhdngigkeit von |I|.

Dabei wird f(e)- fp(|1]) auch FPT-Zeit genannt. Probleme, welche in FPT liegen, werden
auch fized-parameter tractable genannt. Die Laufzeit wird so in einen polynomiellen Teil
und einen nur von dem Parameter abhingigen exponentiellen Teil geteilt. Die Hoffnung
ist, dass die gesamte Laufzeit akzeptabel ist, solange der Parameter e klein ist. Ahnlich
zu der Karp-Reduktion [17] gibt es auch eine parametrisierte Reduktion.

Definition 7. Seien L und L' zwei parametrisierte Probleme. Man sagt L ist para-
metrisiert reduzierbar auf L', wenn es eine Funktion R gibt, die aus einer gegebenen
parametrisierten Instanz (I,e) in FPT-Zeit eine neue parametrisierte Instanz (I, e’)
berechnet mit den Eigenschaften:

1. (I,e) € L genau dann wenn (I';e’') € L' und

2. ¢ < f(e), wobei f eine beliebige berechenbare Funktion ist, die nur von e abhdngt.

Die Funktion R wird dabei parametrisierte Reduktion von L auf L’ genannt. Sind L
und L’ zwei parametrisierte Probleme und L € FPT und es existiert eine parametrisierte
Reduktion von L' auf L, so ist L’ auch in FPT. Uber FPT gibt es Komplexitétsklassen

11
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die Probleme enthalten von denen vermutet wird, das diese nicht in FPT-Zeit 16sbar sind.
Eine solche Klasse ist W[1] [22}, 13}, [15]. Ist ein parametrisiertes Problem L parametrisiert
reduzierbar auf ein anderes parametrisiertes Problem welches W{1]-schwer ist, so existiert
wohl kein FPT-Zeit Algorithmus fiir L.

Ein wichtiges Konzept zum Finden guter FPT-Algorithmen ist Kernelization. Dabei
wird versucht die Eingabeinstanz zu verkleinern und auf den “schweren” Kern, den
Problemkern, zu reduzieren.

Definition 8. Sei (I,¢) eine Instanz des parametrisierten Problems L. Ein Problemkern
ist eine kleinere Instanz (I',e') mit folgenden Figenschaften

1. € <e,

2. |I'| < f(e) wobei f eine beliebige berechenbare Funktion ist, die nur von e abhdngt,
und

3. (I,e) € L genau dann wenn (I',€’) € L.

Auperdem muss (I',€') in g,(|I|,€) Zeit berechnet werden kénnen, wobei g, ein beliebiges
Polynom ist. Die Funktion f wird auch Grifie des Problemkerns genannt.

Man sagt flir ein parametrisiertes Problem L gibt es einen Problemkern, wenn es fiir
jede Instanz (I,e) € {0,1}* x N einen Problemkern gibt. Ist die Grofie f des Problem-
kerns ein Polynom, so spricht man von einem polynomiellen Problemkern. Ein Problem
ist in FPT genau dann, wenn es einen Problemkern fiir L gibt [10]. Schwieriger ist die
Frage zu beantworten ob es fiir jedes Problem in FPT einen Problemkern polynomi-
eller Grofle gibt. Bodlaender et al. [4] haben gezeigt, dass es Probleme in FPT gibt,
die keinen polynomiellen Problemkern haben, es sei denn coNP C NP /poly. Sie haben
auflerdem ein Konzept entwickelt um zu zeigen, wie man die Nichtexistenz polynomiel-
ler Problemkerne zeigt. In dieser Arbeit wird nur eine leichtere Moglichkeit mittels einer
Reduktion auf ein anderes Problem ohne polynomiellen Problemkern benutzt. Dazu sind
folgende Definitionen notwendig. Sei (I, e) eine parametrisierte Probleminstanz, dann ist
I#1° ihre unparametrisierte Probleminstanz. Sei L ein parametrisiertes Problem, so ist
L. ={I#1°: (I,e) € L}, wobei # ¢ X, die unparametrisierte Version von L.

Definition 9. Seien L und L' zwei parametrisierte Probleme. Man sagt L ist para-
metererhaltend polynomzeitreduzierbar auf L', wenn es eine polynomzeitberechenbare
Funktion f:{0,1}* x N — {0,1}* x N und ein Polynom poly : N — N g¢ibt und fiir alle
I €{0,1}* und alle k € N gilt: Wenn f((1,k)) = (I', k") dann

1. (I,k) € L genau dann wenn (I',k') € L' und

2. k' < poly(k).

12
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Die Funktion f wird dabei parametererhaltende Polynomzeitreduktion von L auf L'
genannt.

Parametererhaltende Reduktionen kénnen genutzt werden um die Nichtexistenz von po-
lynomiellen Problemkernen zu zeigen.

Satz 1 ([5]). Seien L und L' zwei parametrisierte Probleme und seien L. und L., deren
unparametrisierten Versionen. Seien L. € NP und L!, NP-schwer. Gibt es eine parame-
tererhaltende Polynomzeitreduktion von L auf L' und gibt es fiir L' einen polynomiellen
Problemkern, so gibt es auch einen polynomiellen Problemkern fiir L.

Mit Satz[l| kann man Nichtexistenzresultate beziiglich polynomiellen Problemkernen mit
einfachen Mitteln iibertragen.

2.2 Ergebnisse

In dieser Arbeit wird die parametrisierte Komplexitdt von PATTERN CLUSTERING un-
tersucht. Es wird gezeigt das es keinen polynomiellen Problemkern fiir PATTERN CLUS-
TERING mit nur drei Spalten und mit dem Parameter p, der Anzahl an Patternvektoren
gibt, es sei denn coNP/poly C NP. Fiir den Spezialfall mit 2 Spalten m = 2, ohne
Anonymitétsforderung £ = 1 und ohne Kostenschranke s = oo wird gezeigt, dass PAT-
TERN CLUSTERING NP-schwer ist. Im zweiten Teil der Arbeit werden parametrisierte
Algorithmen vorgestellt. Es wird ein FPT-Algorithmus mit Parameter p, der Anzahl
an Patternvektoren, fiir den Spezialfall £ = 1 und s = oo, gezeigt. Diese Idee wird
iibernommen und verfeinert um so fixed-parameter-tractability beziiglich Parameter p
und den Spezialfall s = co nachzuweisen. Abschlieffend wird fiir £ = 1 fixed-parameter-
tractability beziiglich dem kombinierten Parameter (s, pt) gezeigt, wobei p; die Anzahl an
Patternvektortypen ist. Die Tabelle - bietet einen Uberblick iiber die parametrisierte
Komplexitit von PATTERN CLUSTERING.

Spezialfall | p (s,pt) n tin m k |3
- XP* | XP* | FPT* | FPT* | NP-schwer* | NP-schwer® | NP-schwer*
k=1 XP* | FPT | FPT* | FPT* | NP-schwer | NP-schwer* | NP-schwer*
m=2 XP* | XP* | FPT* | FPT* | NP-schwer | NP-schwer FPT*
s =00 FPT - FPT* | FPT* | NP-schwer | NP-schwer* | NP-schwer*

Tabelle 2.2: In dieser Tabelle wird die Komplexitét von PATTERN CLUSTERING beziiglich
verschiedener Parameter dargestellt. Die mit einem Stern gekennzeichneten
Ergebnisse sind aus Bredereck et al. [9].
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2.3 Kostenfunktionen

In diesem Kapitel werden einige Kostenfunktionen untersucht. Genauer gibt eine Kos-
tenfunktion an, welche Kosten entstehen wenn eine Eingabezeile auf einen bestimmten
Patternvektor zugewiesen wird. Die Kosten hingen dabei nur von dem Patternvektor
ab. Die Summe {iber die Kosten jeder einzelnen zugewiesenen Eingabezeile sind die Ge-
samtkosten einer Zuweisung ¢. Es wird spéter gezeigt, dass PATTERN CLUSTERING fiir
jede dieser Kostenfunktionen NP-schwer bleibt.

2.3.1 Standardkostenfunktion

Bei der Standardkostenfunktion sind die Kosten die eine Eingabezeile beim Zuweisen
auf einen Patternvektor g erzeugt, genau die Anzahl an *-Symbolen in ¢. Die Standard-
kostenfunktion wurde bereits erwéhnt. Dies ist die gleiche Kostenfunktion wie in der
Definition von PATTERN CLUSTERING, wie sie auch in der Arbeit von Bredereck et al.
[9], benutzt wird.

2.3.2 Binare Kostenfunktion

Eine Kostenfunktion ~y, heifit bindr, wenn jede Zuweisung auf einen Patternvektor Kosten
1 oder 0 verursacht. Dabei sind Patternvektoren, welche Kosten 0 verursachen von der
Gestalt, dass sie nur aus [J-Symbolen bestehen. Jeder Patternvektor der also mindestens
ein *-Symbol enthilt, verursacht entsprechend Kosten von genau 1 pro Zeile die auf
diesen Patternvektor zugewiesen wird. Die bindre Kostenfunktion lisst sich auch durch
die Standardkostenfunktion darstellen, wie folgende Beobachtung zeigt.

Beobachtung 1. Sei I = (M,P,k,s) eine PATTERN CLUSTERING-Instanz mit der
bindren Kostenfunktion. Dann kann I in eine entscheidungsiquivalente Instanz I' =
(M', P, k,s") mit der Standardkostenfunktion tberfihrt werden, wobei die Anzahl an
Eingabezeilen und Patternvektoren gleich bleibt.

Beweis. Sei I = (M, P, k, s) mit der bindren Kostenfunktion gegeben. Es wird nun eine
Instanz I' = (M', P, k,s’) mit der Standardkostenfunktion konstruiert. Sei ¢ der Pat-
ternvektor aus P mit den meisten x-Symbolen, sei x(¢) die Anzahl an x-Symbolen in
g. Die neue Eingabematrix ergibt sich, indem an die alte Eingabematrix M € Xm*"
an jede Eingabezeile x(q) viele neue Spalten angehangen werden. In jeder dieser neuen
Spalten steht jeweils das gleiche Symbol. Die neue Patternmatrix P’ ergibt sich aus P
wie folgt: sei ¢; € P dann werden an ¢; nun insgesamt z(q) neue Spalten angehangen.
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Enthélt ¢; mindestens ein *-Symbol, so enthalten diese neuen Spalten x(q) — x(g;) *-
Symbole und alle anderen Spalten enthalten []-Symbole. Enthélt ¢; keine x-Symbole, so
enthalten alle neuen Spalten ebenfalls [J-Symbole. Jeder Patternvektor in P’ enthélt nun
entweder kein x-Symbol oder genau z(q). Die neue Kostenschranke s’ ist gleich s - z:(q).
Die Konstruktion ist korrekt, da jede Zuweisung in der neuen Instanz genau x(g) mal so
viele Kosten verursacht wie in der alten Instanz. O

Diese Reduktion ist eine parametrisierte Reduktion fiir die folgenden Parameter: Der
Anzahl an Patternvekroten p, der Anzahl an Zeilen n in M, der Anzahl an Spalten m in
M und k. Somit sind alle Algorithmen, die fiir die Standardkostenfunktion giiltig sind,
auch fiir die bindre Kostenfunktion giiltig. Diese Reduktion ist keine parametrisierte
Reduktion fiir den Parameter Anzahl an geléschten Zeichen s, da das neue s einen
Faktor enthélt der gleich m, der Anzahl an Spalten, sein kann und m im Allgemeinen
nicht durch eine Funktion in s beschrénkt ist. Parametrisierte Algorithmen beziiglich
dem Parameter s oder mit s kombinierte Parameter lassen sich also im Allgemeinen
nicht so iibertragen.

PATTERN CLUSTERING mit der bindren Kostenfunktion ldsst sich auch als die Aufgabe
die Zahl nichtmodifizierter Zeilen zu maximieren beschreiben. Hinzu kommt die Neben-
bedingung, dass die entstehenden Cluster Mindestgrofie k£ haben. Auflerdem sind die zu
modifizierenden Zeilen konsistent auf ein Muster, also die Patternvektoren, abzubilden.
Fine Anwendung ist das Zusammenstellen von Teams, sodass moglichst wenig Konflikte
bei der gemeinsamen Arbeit entstehen. In der Informatik es gibt verschiedene Sachver-
halte iiber die unterschiedliche Informatiker unterschiedlicher Meinung sein kénnen. In
diesem Beispiel sei das ob gilt P#NP, ob man Diagonalisieren als Beweismethode aner-
kennt, ob Null eine natiirliche Zahl ist und welches die bevorzugte Beweismethode ist.
Um zu vermeiden dass ein Streit in diesen Punkten die Arbeit beeintrachtigt, konnte es
sinnvoll sein die Teams so zusammen zustellen dass innerhalb der entsprechenden Teams
nur geringe Konflikte auftreten. Ist man in einem Punkt unterschiedlicher Meinung, so
wachst daraus nicht sofort ein Konflikt. Es sei bekannt, dass man sich in mindestens 2
Punkten einig sein muss, damit die Arbeit gut erledigt werden kann.

Fiir verschiedene Arbeiten sind Ubereinstimmungen in verschiedenen Fragen notwen-
dig. Zum Beispiel ist es fiir eine komplexitatstheoretische Arbeit notwendig sich iiber
die P#NP Frage einig zu sein und ob Diagonalisieren erlaubt ist. Somit bildet die Fra-
ge P#NP mit der Frage zum Diagonalisieren eine notwendige Ubereinstimmung. Jedes
Team soll mindestens eine notwendige Ubereinstimmung haben. Weitere Paare von not-
wendiger Ubereinstimmung seien die Frage P#NP mit der bevorzugten Beweisart und
die Meinung zu Diagonalisieren mit der Frage 0 ; N.

Fiir jeden Informatiker werden in diesem Beispiel vier Werte gespeichert. Es ergebe sich
folgende Matrix:
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Informatiker | P#NP | Diagonalisieren | 0 g N Beweisart
Ay nein ja € Diagonalisieren
Ag nein ja € Diagonalisieren
As nein ja € Diagonalisieren
Ay nein ja € Diagonalisieren
As ja nein ¢ Direkt
Ag ja nein ¢ Konstruktiv
Az ja nein ¢ Direkt
Ag ja ja ¢ Induktion
Ag ja ja ¢ Induktion

A ja ja € Diagonalisieren
Aqp ja ja € Induktion

Diese Abbildung zeigt die Eingabematrix mit 11 Informatikern und deren Meinungen.

Man beachte das die erste Spalte hier nur zur besseren Darstellung dient, sie gehort nicht
zur Eingabematrix. Es werden die Patternvektoren so ausgewéhlt, dass es in jedem Team
eine notwendige Ubereinstimmung gibt. Somit ergibt sich folgende Patternmatrix:

Patternmatrix P
(O, 0,0, 0,0)
(%, 0,0, %, 0,
(O, O, %, %, O,
(O, x, %, O, 0,)

Der Sinn nur -Symbole enthaltender Patternvektoren ist, dass es Teams gibt, in de-
nen sich alle Informatiker vollstédndig einig sind. Mit Hilfe der Kostenschranke s kann
man festlegen, wie viele Eingabezeilen auf Patternvektoren abgebildet werden die nur
O-Symbole enthalten. Somit kann man mit s festlegen, wie viele Informatiker mindes-
tens in Teams sein sollen, in denen sich alle einig sind. Sei s = 8, also gibt es mindestens
8 Informatiker, die nicht in solchen Teams sein miissen. Bei 11 Informatikern insgesamt
ergeben sich 3 welche in solchen Teams sein miissen. Die anderen Patternvektoren er-
zwingen jeweils eine notwendige Ubereinstimmung in jedem Team. Dies wird erreicht
indem die Patternvektoren [J-Symbole an jenen Stellen enthalten an denen man sich
einig sein soll. Eine gute Mindestgrofie eines Teams sei drei, also k = 3. Somit ergibt sich
eine mogliche Losung;:

16



2 Definitionen

Team | Informatiker | P#NP | Diagonalisieren | 0 é N Beweisart
1 Ay nein ja € Diagonalisieren
1 Ao nein ja € Diagonalisieren
1 As nein ja € Diagonalisieren
2 Ay * ja € *
2 A1 * ja S *
2 Aqy * ja € *
3 A5 ja * ¢ *
3 As ja * ¢ *
3 A7 ja * ¢ *
3 Ag ja * ¢ *
3 Ag ja * ¢ *

Tabelle 2.3: Diese Tabelle zeigt eine konfliktfreie Aufteilung auf drei Teams.

2.3.3 Allgemeine Kostenfunktion

Eine Kostenfunktion 7, heifit allgemein, wenn jede Zuweisung auf einen Patternvektor
einen vom Benutzer gewahlten Betrag an Kosten verursacht. Somit kann unter anderem
modelliert werden, dass unterschiedliche Spalten unterschiedlich wertvoll sind. Dies gibt
dem Ersteller der Patternmatrix eine weitere Moglichkeit die Gestalt der Loésung zu
beeinflussen. Patternvektoren, welche die gleiche Anzahl an x-Symbolen haben, kénnten
unterschiedliche Kosten bekommen, um so eine Ordnung auf den Patternvektoren zu
bilden. Es wire sogar moglich, Patternvektoren welche nur eine Spalte 16schen sehr
teuer zu machen, weil diese eine Spalte wichtig fiir den Wert der Ausgabematrix ist. Es
wird ein abstraktes Beispiel vorgestellt.

FEine abstrakte Datentabelle habe 4 Spalten S, Sa, S5 und Sy absteigend sortiert nach
ihrer Wichtigkeit in einer moglichen konkreten Anwendung. Die Spalten werden wie folgt
bewertet: S7 = 45, So =9, S3 = 3 und S; = 1. Die Kosten eines Patternvektors ergeben
sich aus der Summe der Werte der Spalten die er 16scht. Der Patternvektor (x,, 0, )
hitte somit Kosten 45, (O, %, x,0) hétte Kosten 12 und (x,*,*,) hétte Kosten 57.
Der Sinn bei dieser Kostenaufteilung ist folgender: Es muss mindestens dreimal eine
Loschung einer weniger wertvollen Spalte eingespart werden um einmal ein Zeichen einer
hoherwertigen Spalte, bei gleichen Kosten, l6schen zu kénnen. Um bei gleichen Kosten
die erste Spalte zu l6schen wiirde es nicht einmal geniigen wenn man so jeweils drei
Léschungen in allen anderen Spalten einsparen konnte.

Eine andere Moglichkeit besteht darin identische Patternvektoren schrittweise mehr Kos-
ten verursachen zulassen um so zu erreichen, dass die Losung auf méglichst unterschied-
liche Patternvektoren abbildet. Auf diese Weise konnte man fordern, dass alle Ausgabe-
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zeilentypen durch einen anderen Patternvektortyp erzeugt werden bis auf einige Ausnah-
men. Wieviele solcher Ausnahmen erlaubt sind wird durch die Kostenschranke s geregeln.
In einem Beispiel gibt es n Eingabezeilen und fiir jeden gewiinschten Patternvektortyp
gibt es einen Patternvektor in P mit Kosten eins. Aulerdem gibt es fiir jeden Pattern-
vektortyp einen weiteren Patternvektor mit Kosten zwei. Nun kann mit s die Anzahl
an Zuweisungen auf die teuren Patternvektoren bestimmt werden. Sei s = n, so gibt es
in jeder Losung keine einzige Zuweisung auf einen teuren Patternvektor. Sei s = n + x
so gibt es in jeder Losung maximal x Eingabezeilen die auf einen teuren Patternvektor
abgebilden werden. Somit gibt es maximal 7 viele doppelte Patternvektoren welche von
einer Losung benutzt werden.

2.3.4 Clustering-Kostenfunktion

Eine Kostenfunktion . heiflt clustering, wenn sie nicht fiir jede zugewiesene Eingabe-
zeile Kosten verursacht, sondern fiir jeden Patternvektor, auf den mindestens einmal
abgebildet wurde, Kosten von eins verursacht. Die Clustering-Kostenfunktion minimiert
somit die Anzahl an verwendeten Patternvektoren und somit die Anzahl an Ausgabezei-
lentypen. In dieser Arbeit wird ein FPT-Algorithmus beziiglich Parameter p, der Anzahl
an Patternvektoren, vorgestellt der fir die Standardkostenfunktion und den Spezialfall
s = oo immer in O(p!-m-n?-t} -logty,) Zeit alle Losungen findet, welche eine minimale
Menge an Patternvektoren benutzen. Dieser Algorithmus kann somit genutzt werden,
um PATTERN CLUSTERING mit der Clustering-Kostenfunktion zu l6sen.

Man beachte, dass jede Instanz I = (M, P, k, s) trivial eine ja-Instanz ist, wenn P einen
Patternvektor ¢ enthélt, der nur aus *x-Symbolen besteht, s > 0 und n > k gilt. Denn
man kann in diesem Fall alle Eingabezeilen, mit Kosten eins, auf ¢ abbilden. Weiterhin
gilt ohne Beschriankung der Allgemeinheit s < p. In jeder Instanz in der s > p gilt,
kann s = p gesetzt werden, da die Anzahl an benutzten Patternvektoren ohnehin bereits
durch die Anzahl an vorhandenen Patternvektoren beschréankt ist.

Eine mogliche Anwendung fiir die Clustering-Kostenfunktion ist das Klassifizieren. Man
hat eine Menge von Objekten mit Eigenschaften und méchte diese so Clustern, dass
jedes Cluster eine Mindestgrofle hat und mindestens an vorgegebenen Stellen jeweils
identisch sind. Vorstellbar wére das Klassifizieren von Krankheiten und deren mogliche
Ursache. Dazu ist eine vollstdndige Matrix mit den Krankheiten der Patienten sowie
ihrer personlichen Daten gegeben.
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Krankheit Raucher Beruf Alter
Lungenkrankheit ja Arzt 40-50
Lungenkrankheit ja Chemiker | 50-60
Lungenkrankheit ja Padagoge | 60-70

Hautkrankheit nein Chemiker | 50-60
Hautkrankheit ja Chemiker | 60-70
Hautkrankheit nein Chemiker | 40-50
Herzkrankheit nein Chemiker | 60-70
Herzkrankheit ja Arzt 60-70
Herzkrankheit nein Padagoge | 60-70

Eine Eingabematrix mit 9 Patientendaten und deren Krankheit, Beruf und Alter, sowie
ob sie Raucher sind oder nicht.

Der Benutzer wihlt nun Patternvektoren aus welche die Krankheit und eine weitere
Spalte nicht 16schen.

Krankheit Raucher Beruf Alter
Lungenkrankheit ja * *
Lungenkrankheit ja * *
Patternmatrix P Lungenkrankheit ja * *
(0, O, %, *) Hautkrankheit * Chemiker *
(O, %, O, %) Hautkrankheit * Chemiker *
(O, , %, O) Hautkrankheit * Chemiker *
Herzkrankheit * * 60-70
Herzkrankheit * * 60-70
Herzkrankheit * * 60-70

Patternmatrix P und eine optimale Losung fiir PATTERN CLUSTERING mit Clustering-
Kostenfunktion und k£ = 3.

Fiir jede Krankheit wurde so ein Cluster gefunden in dem eine mogliche Ursache der
Krankheit repréasentiert wird, sodass fiir alle anderen Krankheiten auch eine mogliche
Ursache gefunden wurde.
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In diesem Kapitel wird die Komplexitdt von PATTERN CLUSTERING untersucht. Bereits
bekannt ist die NP-Schwere fiir den Spezialfall m = 4, sowie fiir den Spezialfall k = 1,
Alphabetgrofe || = 2 und ohne Kostenschranke s = oo [9]. AuBlerdem ist unter der An-
nahme coNP/poly ¢ NP bekannt, dass kein polynomieller Problemkern fiir PATTERN
CLUSTERING beziiglich dem Parameter p existiert [9]. Dies gilt sogar fiir den Spezial-
fall m = 4. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass unter diesen Voraussetzungen auch kein
polynomieller Problemkern existiert, selbst wenn m = 3 gilt. Dies wird mit Hilfe einer
parametererhaltende Polynomzeitreduktion von SET COVER gezeigt.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wird eine Reduktion von dem NP-schweren Problem
CONSTRAINT BIPARTITE VERTEX COVER gegeben. Diese Reduktion zeigt NP-Schwere
fur den Spezialfall £k = 1, s = co und m = 2. Weiterhin lasst sich ihre Korrektheit, im
Unterschied zu den bereits bekannten Reduktionen, durch einen vergleichsweise kurzen
Beweis zeigen.

3.1 Zur Nichtexistenz polynomieller Problemkerne

In diesem Abschnitt wird eine parametererhaltende Polynomzeitreduktion von SET Co-
VER mit dem kombinierten Parameter (|U|, h) auf den Spezialfall m = 3 von PATTERN
CLUSTERING mit dem Parameter p angegeben.

SET COVER

Eingabe: Ein endliches Universum U = {uj,ug, ...}, eine Menge F = {F; :
F; C U} von Paketen, also Teilmengen von U und eine positive ganze Zahl
h eN.

Frage: Existiert eine Teilmenge ' C F mit |JF' = U und |F'| < h?

SET COVER ist NP-schwer [17] und es existiert kein polynomieller Problemkern beziiglich
dem kombinierten Parameter (|U][, h), unter der Voraussetzung coNP ¢ NP /poly [12].

Satz 2. PATTERN CLUSTERING mit m > 3 Spalten hat keinen polynomiellen Problem-
kern beziiglich der Anzahl an Patternvektoren p, es sei denn coNP C NP /poly.
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Beweis. Der Satz wird mittels einer parametererhaltende Polynomzeitreduktion von SET
COVER gezeigt. Daraus folgt die Nichtexistenz des polynomiellen Problemkerns [12].
Aus einer gegebenen parametrisierten Instanz Is = (U, F, h) fir SET COVER wird eine
andere parametrisierte Instanz Ip = (M, P, k,s) fir PATTERN CLUSTERING konstru-
iert, sodass Ig € SET COVER < Ip € PATTERN CLUSTERING gilt. Es wird zunéchst die
Konstruktion beschrieben, spiter die Korrektheit gezeigt und am Ende wird auf die
Laufzeit eingegangen.

Konstruktion: Am Ende der Konstruktion werden alle Teile der Konstruktion noch
einmal in der Tabelle [3.]] iibersichtlich dargestellt.

Die Eingabematrix M fiir Ip besteht aus drei Spalten und vier verschiedenen Arten von
Eingabezeilen, nicht zu verwechseln mit Eingabezeilentypen. Der Unterschied zwischen
Eingabezeilentypen und Arten von Eingabezeilen ist, dass in dieser Reduktion Arten von
Eingabezeilen eine dhnliche Konstruktion und Funktion haben, aber im Gegensatz zu
Eingabezeilentypen, nicht identisch sein miissen. Einige Eingabezeilen werden sogenann-
te Finmaligkeitssymbole /\ enthalten. Dieses A-Symbol steht fiir ein Zeichen das in M
nur einmal vorkommt. Somit sind zwei A-Symbole nicht identisch, es gilt also A # A.
Eine Stelle in der ein A-Symbol steht muss also immer geléscht werden, solange k& > 1.
Die Notation mit dem A-Symbol soll es vereinfachen einmalig vorkommende Symbole
darzustellen.

Die erste Art von Eingabezeilen ist die sogenannte Universumsart Z,: Fiir jedes Element
in U gibt es eine Zeile der Universumsart. Fiir jedes u; € U ist die entsprechende Ein-
gabezeile in M gleich Z,, :=[ 4 [ A [i]. Es gibt |U] viele solcher Zeilen. Die néchsten
beiden Arten sind die Variablenzeilenarten Ze und Zg. Fiir jedes Element in U gibt es
fiir jedes Paket in F eine Zeile der Variablenzeilenart. Sei u; € U und F; € F und es
gilt u; € Fj. Dann ist die Zeile Zje; ;= [ X [j [i]. Gilt u; ¢ Fj, dann ergibt sich die
entsprechende Zeile Z;¢; 1= . Die letzte Art von Eingabezeilen ist die Art
der Ergdnzer, bezeichnet mit Z,. Fir jedes F; € F gibt es |F| viele Eingabezeilen die-
ser Art 7, = . Abschlielend wird der Patternmatrix noch eine Restezeile
fiir die Ergénzerart [ X [ & [ X | hinzugefiigt. Was es genau mit den Ergénzern und
den Arten von Eingabezeilen auf sich hat, wird erklart nachdem die Konstruktion der
Patternmatrix gegeben wurde, welche nun folgt.

Die Patternmatrix P besteht ebenfalls aus 3 Spalten, und beinhaltet nur 3 Patternvek-
torentypen. Der erste Typ ist der sogenannte Ldsungstyp Q1. Es gibt h viele solcher
Patternvektoren der Form (0,0, x). Eingabezeilen die auf solche Patternvektoren ab-
gebildet werden sind stets von der Art Z¢ oder Z,.. Spéater wird man an den mittleren
Symbolen die Losung F’ ablesen konnen, so fern eine existiert.
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Der zweite Patternvektorentyp ist der Elementetyp Qp. Es gibt |U| viele Patternvek-
toren der Form (x,*,[]). Die Idee ist, dass auf jeden Patternvektor des Typs Qg eine
Eingabezeile der Art Z, abgebildet wird. Um die bisher noch nicht festgelegte Anony-
mitéatsschranke einzuhalten, miissen fiir jedes u; € U alle bis auf eine Eingabezeile der
Variablenzeilenarten auf Patternvektoren des Typs QQr abgebildet werden. Es gibt fiir
jedes w; genau |F|+ 1 Eingabezeilen, die mit Z,, auf einen Patternvektor abgebildet
werden konnen. Somit ergibt sich k = |F|, da fiir jedes u; eine Eingabezeile der Art Z¢
iibrig bleiben soll. Diese eine verbliebene Eingabezeile Z;c; wird auf einen Patternvektor
des Typs @ abgebildet. Kénnen auf die h Patternvektoren des Typs Qp, alle |U| ver-
bliebenen Eingabezeilen des Typs Z;c; konsistent abgebildet werden, so représentieren
diese Eingabezeilen eine Losung.

Sei A ein beliebiger Ausgabezeilentyp, der durch das Abbilden auf einen Patternvektor
des Typs @ entstanden ist. Dann muss sichergestellt werden, dass auch A die An-
onymitétsschranke k einhalten kann. Dies wird mit den Eingabezeilen von der Art der
Ergénzer erreicht. Es muss nun noch ein Patternvektor fiir die iibrig gebliebenen Ergénzer
bereitgestellt werden. Dieser Patternvektor hat die Gestalt ¢, = (O, %, [J). Die Restezeile
muss auf ¢. abgebildet werden und stellt somit sicher, dass ¢, nicht zweckentfremdet
wird.

Fiir die Reduktion ist es wichtig, dass genau alle, bis auf |U| viele, der Eingabezeile
der Variablenzeilenarten auf Patternvektoren des Typs Qg abgebildet werden. Dies wird
mit Hilfe die Kostenschranke erreicht. Dazu wird ausgenutzt, dass Patternvektoren vom
Typ QF zwei anstatt ein x-Symbol enthalten und somit doppelt so teuer sind wie die
anderen Patternvektorentypen. Es werden also auf jeden Patternvektoren des Typs Qg
jeweils | F| viele Eingabezeilen abgebildet. Es gibt |U| viele solcher Patternvektoren, also
werden durch diese Abbildungen Kosten in Hohe von |U| - |F|- 2 verursacht. Der Faktor
zwei folgt aus den zwei x-Symbolen in diesen Patternvektoren. Alle anderen Eingabezei-
len werden auf Patternvektoren mit Kosten eins zugewiesen. Es verbleiben |F|? - |U| + 1
Eingabezeilen. Die Kostenschranke ergibt sich somit als s = |U| - | F| -2+ |F|? - |U| + 1.

Tabelle beinhaltet ein Schema fiir die reduzierte Instanz Ip welches nochmals alle
Teile der Reduktion iibersichtlich auffiihrt.

Korrektheit: Zu zeigen ist: Ig € SET COVER < [Ip € PATTERN CLUSTERING.

=: Sei Is = (U, F,h) eine Ja-Instanz und sei 7' = {FY, Fy, ..., F]} die Losung fir Ig.
Ohne Beschréankung der Allgemeinheit gelte |F| = h. Es wird jetzt eine Losung ¢ : M —
P fiir Ip = (M, P, k, s) konstruiert. Fiir jedes Paket F J’ aus F' wird ein Patternvektor ¢;
vom Losungstyp Qp, reserviert. Es gibt h Patternvektoren vom Typ Qp und |F'| < h.
Somit gibt es fiir jedes F J’ mindestens einen Patternvektor vom Typ (. Es wird nun
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Eingabematrix M

Art | Spalte 1 | Spalte 2 | Spalte 3 Bedingung Anzahl
Zy A A i Yu; € U |U|
Zc X J 1 V(l,j)’u,z S Fj
Zg | A A i vigugF | VT
Z, X j X | F| fiir jedes Fj € F FaB
Zr X A X - 1
Patternmatrix P
Typ | Spalte 1 | Spalte 2 | Spalte 3 | Anzahl
QL [l ([l * h
QE * * O |U|
qr [l * [l 1
s = \U|-|F|-2 fiir Patternvektoren vom Typ Qg
+ |FP Ul +1 fir alle anderen
k= ||

Tabelle 3.1: Diese Tabelle zeigt das Schema fiir die Konstruktion der PATTERN CLUS-
TERING-Instanz.

begonnen die Zuweisungen von ¢ zu bestimmen. Sei nun uw; € U und u; € F ]’ ein Element
flir das noch keine Zeile der Form Z;¢, auf einen Patternvektor vom Typ Q1 zugewiesen
wurde. So ergibt sich ¢(Z;c;) = ¢;. Da F' eine SET COVER-Lo6sung ist, wurde fir jedes
u; € U eine Zeile auf einen der h Patternvektoren vom Typ @ von ¢ zugewiesen. Man
beachte, wenn F’ nicht minimal war, so kann es Patternvektoren vom Typ Q1 geben die
keine Zuweisung erhalten haben.

Es verbleiben in M nun (|F|—1)-|U| viele Eingabezeilen die von den Arten Ze oder Zg
sind und noch nicht von ¢ zugewiesen wurden. Fiir jedes u; € U gibt es genau |F| — 1
Eingabezeilen der Art Ze oder Zg. Diese werden zusammen mit der einen Zeile Z,
der Art Z, auf einen Patternvektor vom Typ Qg zugewiesen. Somit wird die Anony-
mitétsschranke k& = |F| eingehalten. Da es |U| viele Patternvektoren vom Typ Qg gibt,
kann fiir jedes u; € U ein solcher bereit gestellt werden. Es wurden von der Abbildung
¢ nun insgesamt |U| - |S| Eingabezeilen auf Patternvektoren vom Typ Qp zugewiesen.
Die Zuweisungen auf @ p haben insgesamt Kosten in Hohe von |U| - |F| - 2 verursacht.

Fiir die Ausgabezeilentypen, welche durch die Zuweisungen auf die Patternvektoren vom
Typ @ entstanden sind, ist bisher nicht gesichert, dass sie die Anonymitétsschranke k
einhalten. Daher werden alle Eingabezeilen Z,, = der Art der Erganzer
ebenfalls auf den Patternvektor ¢; zugewiesen. Da die Eingabezeile Z,. genau |F| mal
in M vorkommt ist die Anonymitétsschranke k£ = |F| damit erfiillt. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit gilt h < |F|. Somit wurde mindestens ein Block von Eingabezeilen
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von der Art der Ergénzer bisher nicht von ¢ zugewiesen. Alle diese verbliebenen Ein-
gabezeilen und auch die eine Restezeile z, werden auf den Patternvektor g, zugewiesen.
Der Patternvektor g, erhélt somit die Reste der Ergénzer.

Es wurden alle Eingabezeilen auf Patternvektoren zugewiesen und dabei wurde die Kon-
sistenz nicht verletzt. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ die Kostenschranke s einhélt. Es wurden
genau |U| - |S| Eingabezeilen auf Patternvektoren vom Typ Qg zugewiesen. Diese Zu-
weisungen haben insgesamt Kosten in Hohe von |U| - |F| - 2 verursacht. Alle anderen
Fingabezeilen wurden auf Patternvektoren vom Typ @ oder auf g, zugewiesen. Diese
Zuweisungen haben somit Kosten von |F|?-|U|+ 1 verursacht. Die Gesamtkosten von ¢
sind somit genau |U|-|F]|-24|F|?-|U|+1 und somit identisch mit s. Die Kostenschranke
wurde eingehalten und ¢ ist somit eine Losung fiir PATTERN CLUSTERING.

<: Sei Ip = (M, P,k, s) eine Ja-Instanz und sei ¢ die Losung fiir Ip. Es wird jetzt eine
Losung F' fir Is = (U, F,h) konstruiert. Da ¢ eine Losung ist, muss ¢ jede Einga-
bezeile der Art Z, einem separaten Patternvektor des Typs Qg zuweisen. Denn diese
Patternvektoren sind die einzigen, welche beide A-Symbole aus einer Eingabezeile der
Art Z,, 16schen. Da es genauso viele Eingabezeilen der Art Z, gibt wie Patternvektoren
vom Typ Qg, stehen die Ausgabezeilentypen die von allen Patternvektoren vom Typ Qg
erzeugen werden fest. Damit diese Ausgabezeilentypen die Anonymitétsschranke k = |F|
einhalten, muss ¢ auf jeden dieser Ausgabezeilentypen mindestens |F|— 1 Eingabezeilen
der Art Ze oder Zy zuweisen. Es miissen also mindestens |U| - |F| Eingabezeilen auf
Patternvektoren vom Typ Qg zugewiesen werden. Um die Kostenschranke einzuhalten,
darf ¢ maximal |U| - |F| viele Eingabezeilen auf Patternvektoren vom Typ Qg zuwei-
sen. Somit werden exakt |U| - |F| Eingabezeilen auf alle Patternvektoren vom Typ Qg
zugewiesen.

Es bleibt fiir jedes u; € U genau eine Eingabezeile der Art Z¢ oder Zg¢ welche nicht auf
einen Patternvektoren vom Typ Qg zugewiesen wird. Diese Eingabezeile ist nicht vom
Typ Z¢, da von einer Losung diese Eingabezeile nicht auf Patternvektoren vom Typ Qr,
oder g, zugewiesen werden kénnte, aber nur noch solche Patternvektoren verbleiben. Die
Fingabezeile z, muss ebenfalls von jeder Losung auf den Patternvektor g, zugewiesen
werden. Somit miissen die verbliebenen Eingabezeilen der Art Zc auf h Patternvektoren
vom Typ Q1 zugewiesen werden. Man erinnere sich, dass genau eine Zeile fiir jedes u; € U
verblieb. Patternvektoren vom Typ @), erhalten die Position des Index des Pakets, somit
miissen alle Elemente auf maximal h Pakete abgebildet werden, in denen sie enthalten
sind. Dies entspricht genau einer Losung fiir SET COVER.

Laufzeit: Es bleibt zu zeigen das es sich um eine parametererhaltende Polynomzeit-
reduktion handelt. Dazu muss gezeigt werden das die Reduktion korrekt ist, in poly-
nomieller Zeit ausfiihrbar ist und den Parameter polynomiell erhélt. Die Korrektheit
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wurde bereits gezeigt. Es wird nun gezeigt, wie man die Reduktion in polynomieller Zeit
ausfiihren kann. Fiir jedes u € U miissen |F|+1 viele Eingabezeilen erstellt werden, wel-
che sich jeweils in O(|F]|) Zeit errechnen lassen. Dazu kommen |F|? Eingabezeilen welche
ebenfalls jeweils in O(|F|) Zeit berechnet werden kénnen. Die Eingabematrix kann somit
in polynomieller Zeit berechnet werden. Die Patternmatrix besteht aus h + |U| + 1 Pat-
ternvektoren welche jeweils in konstanter Zeit berechnet werden kénnen. Die Parameter
s und k ergeben sich aus einer konstanten Anzahl an Multiplikationen und Additionen
und sind somit auch in polynomieller Zeit berechenbar. Somit kann die Laufzeit der
Reduktion durch ein Polynom in Abhéngigkeit der Gréfle von Ig beschrinkt werden.
Als letztes muss gezeigt werden das der neue Parameter p beschriankt ist durch ein Po-
lynom das nur von dem alten Parameter (|U|,h) abhéngt. Dies gilt trivial, denn laut
Konstruktion ist p = h + |U| + 1. Somit handelt es sich um eine parametererhaltende
Polynomzeitreduktion.

Zuletzt wird noch gezeigt, dass diese Reduktion fiir PATTERN CLUSTERING-Instanzen
mit m > 3 lbertragen werden kann. Sei m € N nun beliebig. An jede Eingabezeile,
aus der oben beschriebenen Konstruktion, werden m — 3 viele Spalten angehéngt, die
alle das gleiche Symbol enthalten. An jeden Patternvektor miissen nun genauso viele,
also m — 3, Spalten angehdngt werden. Diese Spalten enthalten immer ein [J-Symbol.
Kostenschranke und Anonymitdtsschranke bleiben gleich. Der Beweis fiir eine solche
verdnderte Instanz geht analog zu dem Beweis fiir m = 3. O

Es bleibt die offene Frage ob PATTERN CLUSTERING beziiglich Parameter p in FPT ist
oder nicht. Bekannt ist bereits das PATTERN CLUSTERING mit einem konstanten p in
polynomieller Zeit 16sbar ist, und somit in XP liegt [9].

3.2 Reduktion von Constraint Bipartite Vertex Cover

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass PATTERN CLUSTERING NP-schwer ist, selbst fiir
den stark eingeschrankten Spezialfall mit Spaltenzahl m = 2, ohne Kostenschranke
s =00 und k = 1. Dazu wird eine Reduktion von dem NP-schweren Problem CONs-
TRAINT BIPARTITE VERTEX COVER angegeben [1§].

CONSTRAINT BIPARTITE VERTEX COVER (COBIVC)

Eingabe: Ein bipartiter Graph G = (L U R, E)) und zwei natiirliche Zahlen
k¢ und k..

Frage: Gibt es zwei Knotenteilmengen Sy C L und S, C R mit |[Sy| < ky
und |S,| < k,, sodass fiir jede Kante {x,y} € F gilt: (x € Sp) V(y € S;) ?

Satz 3. PATTERN CLUSTERING mit m =2, s = oo und k =1 ist NP-schwer.
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Beweis. Es wird zuerst die Konstruktion beschrieben und als zweites die Korrektheit
bewiesen.

Es wird aus einer Instanz Iy = (G, kg, k) fir COBIVC eine Instanz Ip = (M, P, s, k)
fiir PATTERN CLUSTERING konstruiert. Jede Kante {7, j} mit ¢ € L und j € R entspricht
in M einer Zeile . Daher werden hier die Eingabezeilen auch als Kantenzeilen
bezeichnet. Es gibt zwei Arten von Patternvektoren. Patternvektoren vom Typ £ haben
die Form (O, *). Patternvektoren vom Typ r haben die Form (%, (0). In P gibt es
k¢ Patternvektoren vom Typ £ und k, Patternvektoren vom Typ r. Abschlieflend sei, wie
bereits erwdhnt, s = oo und k = 1.

Damit ist die Konstruktion von Ip beschrieben. Es wird nun gezeigt, dass Iy € Co-
BiVC < Ip € PATTERN CLUSTERING.

=: Sei (Sy, Sy) eine Losung fiir Iy. Es wird eine Losung ¢ fiir Ip angegeben die zeigt,
dass Ip € PATTERN CLUSTERING. Fiir jeden Knoten ¢ in Sy werden alle Kantenzeilen,
welche Kanten entsprechen die zu ¢ inzident sind, auf einen Patternvektor in P vom
Typ ¢ zugewiesen. Fiir jeden Knoten i in S, werden alle Kantenzeilen, welche Kanten
entsprechen die zu ¢ inzident sind und noch nicht zugewiesen wurden, auf einen Pat-
ternvektor in P vom Typ r zugewiesen. Die Konsistenz der Zuweisung folgt aus der
Konstruktion. Da Sy U S, in G ein Vertex Cover ist, ist jede Zeile abgedeckt und somit
ist auch ¢ total.

<: Sei M’ die Ergebnismatrix von ¢. Sei v; € M’ eine Zeile der Gestalt [« | = |, dann
ist u in Sy. Sei v,, € M’ eine Zeile der Gestalt [ » [ w |, dann ist w in S;. Es ist leicht
zu sehen, dass |Sy| < k¢, |Sy| < k, und auch dass alle Kanten in E inzident zu einem
Knoten in Sy U S, sind. Letzteres folgt aus der Totalitdt von (. O

Die Abbildung [3:1] zeigt ein Beispiel fiir die Reduktion. In diesem Beispiel wird aus
einer Instanz I, = (G = (LUR, E), kg, k,) fir COBIVC eine Instanz I, = (M, P, s, k)
konstruiert. Dabei sei L = {1,2,3,4,5,6,7,8}, R ={a,b,c,d,e} und E = {{1,a}, {1,b},
{Leh {2,a}, (2,6}, {2,¢}, {3,a}, (3,5}, {3,c}, {3.d}, {4,d}, {5,d}, {6,d}, {6,e}, {7. ),
{7,e}, {8,e}}. AuBerdem ky = 3 und k, = 2. Eine Losung fiir I, wire dann Sy = {1,2,3}
und S, = {d, e}. Die Instanz I, ergibt sich wie bereits beschrieben. Die Eingabematrix M
entspricht F und P ergibt sich aus ky vielen (O, x) und k, vielen (%, () Patternvektoren.
Auflerdem gilt noch & = 1 und s = oco. Auf der rechten Seite der Abbildung ist eine
Ergebnismatrix fiir I,. Man sieht leicht, dass gilt I, € CoBIVC <« I, € PATTERN
CLUSTERING.

Aus Satz [3] lassen sich noch einige Korollare ableiten die im Folgenden aufgelistet sind.
Da in der reduzierten Instanz nur zwei verschiedene Typen von Patternvektoren benutzt
werden, ergibt sich folgendes Korollar.
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I, = (M, P 0,1)

I’U = (G, 37 2) M M/

1....

- 1|a 1| %
1 (Db P 1 | %
1 |c 1| %
2 | a (O, %) 2 | %
o § Z S
2 | c (D *) 2 | %
3 | a ’ 3| x
31Db 3| %
3 C > (Da*) < 3 *
3]d 3| %
4 |d (=, 0) * | d
5| d * | d
6 | d (,0) * | d
6 | e *x | e
71d * [ d
7

k=3 und ky = 2 : E - 2

Abbildung 3.1: Diese Abbildung zeigt links den Ursprungsgraph fiir CoBI1VC, rechts
daneben die konstruierte Instanz fiir PATTERN CLUSTERING mit k£ =1
und s = oo, sowie die Ergebnismatrix M’

Korollar 1. PATTERN CLUSTERING ist mit zwei Patternvektorentypen p; = 2 bereits
NP-schwer.

Da in fiir die reduzierten Instanz die Kostenschranke nicht benutzt wird, ergibt sich
auflerdem ein weiteres Korollar.

Korollar 2. PATTERN CLUSTERING ist fir die allgemeine, die bindre und die Clustering-
Kostenfunktion NP-schwer.

Setzt man in der reduzierten Instanz die Kosten aller Patternvektoren auf Null, so ergibt
sich folgendes Korollar
Korollar 3. PATTERN CLUSTERING ist mit der allgemeinen Kostenfunktion und s =0

bereits NP-schwer.

Kuo und Fuchs haben die NP-Schwere von CoBI1VC mit einer Reduktion von Clique
gezeigt [18]. Dabei ergibt sich, dass COBIVC W]l|-schwer beziiglich dem Minimum
von {ky, k,} ist. Somit folgt auch dieses Korollar.
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Korollar 4. PATTERN CLUSTERING ist W/1]-schwer beziiglich der Grifle des seltensten
Patternvektorentyps.
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Im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt das PATTERN CLUSTERING sogar fiir einge-
schrankte Spezialfille NP-schwer ist. Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung von Algo-
rithmen zum Loésen von PATTERN CLUSTERING. Wegen der NP-Schwere besteht keine
Hoffnung einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit zu finden. Um dennoch einen
Algorithmus mit akzeptabler Laufzeit finden zu konnen, wird der Ansatz der parametri-
sierten Algorithmik verfolgt.

Zuerst wird ein FPT-Algorithmus beziiglich dem Parameter p fiir den NP-schweren Spe-
zialfall k = 1 und s = oo vorgestellt. Dieser Algorithmus wird im zweiten Teil dieses
Kapitels verbessert, sodass er fiir allgemeines k giiltig ist. Dann wird fiir einige Kosten-
funktionen ein partieller Problemkern gezeigt. Im letzten Teil dieses Kapitel wird ein
FPT-Algorithmus beziiglich dem kombinierten Parameter (s,p;), wobei p; die Anzahl
der Patternvektorentypen ist, fiir den Spezialfall £ = 1 vorgestellt.

Zunéchst einige Vorbemerkungen. Im Folgenden wird der Begriff der Permutation auf ei-
ne Patternmatrix angewandt. Sei 7 die Permutation einer Patternmatrix P. Das heifit, 7(P)
ist eine verdnderte Reihenfolge der Patternvektoren in P. Die Patternvektoren selbst
werden dabei nicht verdndert, sondern nur die Indizes. Der Index gibt dabei die nume-
rische Position in der Patternmatrix an. Es wird mit 7(g;) der i-te Patternvektor in der
permutierten Patternmatrix bezeichnet.

Im Folgenden werden unter anderem Algorithmen vorgestellt, welche fiir den Spezi-
alfall k = 1 gelten. Der Spezialfall k& = 1 heifit, dass auf die Anonymitétsforderung
verzichtet wird und eine Ausgabezeile auch einmalig in der Ausgabematrix vorkommen
kann. Dieser Spezialfall kann sinnvoll sein wenn PATTERN CLUSTERING zum Clustern
eingesetzt wird, da die Anzahl an Clustern auch durch die Anzahl der Patternvektoren
beschréinkt werden kann. Auflerdem kann fiir den Spezialfall £ = 1, im Gegensatz zudem
allgemeinen Fall, angenommen werden, dass Fingabezeilentypen nicht geteilt werden. Es
werden alle gleiche Eingabezeilen immer dem gleichen Cluster zugewiesen. Dies zeigt fol-
gende Beobachtung, mit welcher leichter Algorithmen fiir den Spezialfall k = 1 gefunden
werden konnen.

Beobachtung 2. Wenn es eine Ldsung o fiir die PATTERN CLUSTERING-Instanz I gibt,
so existiert auch immer eine Losung @', bei der alle Eingabezeilen, die vom gleichen Typ
sind, auf den gleichen Patternvektor abgebildet werden.
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Beweis. Sei ¢ eine Losung fur I = (M, P, s,k = 1) und ¢ bilde Eingabezeilen vom glei-
chen Typ auf unterschiedliche Patternvektoren ab. Es wird nun eine neue Abbildung
konstruiert welche alle Eingabezeilen vom gleichen Typ auf den gleichen Patternvektor
abbildet. Die neue Abbildung ¢’ ergibt sich aus ¢ indem zunéchst ¢’ = ¢ gesetzt und
anschliefend folgende Prozedur erschépfend angewendet wird: Seien nun a,b Eingabe-
zeilen vom gleichen Typ, ¢(a) = qq, ¢(b) = ¢ und ¢, # ¢. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei g, der Patternvektor mit der geringeren Anzahl an x-Symbolen. Falls
beide Patternvektoren gleich viele x-Symbole enthalten, sei ¢, derjenige mit dem kleine-
ren Index, dies wird angenommen um sicherzustellen, dass die Prozedur terminiert. Nun

setze ¢'(a) = ¢'(b) = qq-

Wurde dieses Verfahren erschopfend angewandt, so bildet ¢’ alle Eingabezeilen vom
gleichen Typ auf den gleichen Patternvektor ab. Die Kosten der neuen Zuweisung ¢’
sind kleiner gleich als die Kosten von ¢. Denn es wird jede Zuweisung, die gedndert
wird, durch eine Zuweisung ersetzt, die nicht mehr Kosten verursacht. Die Konsistenz
und Totalitit von ¢’ ergibt sich aus der Konsistenz und Totalitéit von ¢. O

Beobachtung 2| kann genutzt werden um einen Algorithmus fiir den Spezialfall £ = 1
zu finden. Die néchste Beobachtung vereinfacht die Suche nach Algorithmen fiir den
Spezialfall £ = 1 und s = oo. Dieser Spezialfall ist sinnvoll, wenn man iiberpriifen
mochte ob es fiir die ausgewéhlte Patternmatrix iberhaupt eine Losung gibt oder wenn
man um jeden Preis eine hohe durchschnittliche Gréfle der Cluster erreichen méchte.
Letzteres wird durch einen hier vorgestellten Algorithmus erreicht, welcher immer eine
minimale Anzahl an Patternvektoren nutzt und somit eine minimale Anzahl an Cluster
erzeugt. Fiir die ndchste Beobachtung sind zuerst ein paar Begriffe einzufiihren.

Laut Definition [3] passt eine Eingabezeile konsistent zu einem Ausgabezeilentyp, wenn
sie, mit Ausnahme der x-Symbole, identisch sind, siche Definition [3| Sei I = (M, P, s, k)
eine PATTERN CLUSTERING-Instanz mit einer Losung ¢ und sei M’ die von ¢ erzeug-
te Ausgabematrix. Nun wird der Begriff der Menge der mdglichen Ausgabezeilen einer
FEingabezeile Ty eingefiihrt. Die Menge von Ausgabezeilentypen T,¥ enthélt alle Ausga-
bezeilentypen aus M’ die zu v konsistent passen. Formal: T.f = {tout : tous € R(M) A v
passt konsistent auf tq,}. Des Weiteren wird gesagt ein Patternvektor g erzeuge einen
Ausgabezeilentypen ¢, wenn es in M eine Eingabezeile z gibt, sodass ¢(v) = ¢ und ¢
an den gleichen Stellen x-Symbole hat wie ¢ und an allen anderen Stellen identisch mit
v ist. Die nun folgende Beobachtung kann genutzt werden um eine Eingabezeile v auf
einen beliebigen Patternvektoren ¢ zuzuweisen, wenn man bereits weif3, dass ¢ einen zu
v passenden Ausgabezeilentyp erzeugt.

Beobachtung 3. Sei I = (M,P,s = oo,k = 1) eine PATTERN CLUSTERING-Instanz
und @ eine Losung fir I. Sei T,Y die Menge der méoglichen Ausgabezeilen fir die Einga-
bezeile v, welche sich aus ¢ ergeben. So ist jede Abbildung ¢’ : M — P mit Vv € R(M) :
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v +— q, wobei q € P ein beliebiger Patternvektor ist der einen Ausgabezeilentypen aus T,
erzeugt, ebenfalls eine Lésung fiir 1.

Beweis. Zu zeigen ist, dass ¢’ konsistent ist, wenn ¢ konsistent ist. Denn fiir den Spezi-
alfall Kk = 0 und s = oo ist jede konsistente Abbildung von M in P eine Loésung. Da sich
die Menge der Ausgabezeilentypen nicht vergréflert, gibt es fiir jeden Ausgabezeilentyp t
mindestens einen Patternvektor in P, der t erzeugen kann. Die neue Abbildung ¢’ bildet
jede Eingabezeile v auf einen Patternvektor ab, der einen zu v passenden Ausgabezei-
lentyp erzeugt. Somit ist ¢’ konsistent. O

Mit Hilfe dieser Beobachtungen werden in den folgenden Abschnitten nun Algorithmen
fiir diese Spezialfille vorgestellt.

4.1 Parameter p und k£ =1

Da der Benutzer bei PATTERN CLUSTERING Patternvektoren auswéhlen kann die erheb-
lichen Einfluss auf die Art der Losung haben, scheint die Anzahl p an Patternvektoren
wohl einer der natiirlichsten Parameter fiir dieses Problem zu sein. Eine mogliche Anwen-
dung fiir eine kleine Anzahl an Patternvektoren ist es wenige grofie Cluster zu suchen.
Bereits bekannt ist, dass PATTERN CLUSTERING bei konstantem p in polynomieller Zeit
losbar ist, also in XP beziiglich p liegt [9]. Weiterhin ist bekannt, dass es keinen polyno-
miellen Problemkern beziiglich p gibt siehe, Satz [2| Bredereck et al. [9] haben die Frage
gestellt, ob PATTERN CLUSTERING mit Parameter p fixed-parameter tractable ist. Die-
se Frage wird hier, zumindest fiir Spezialfille, positiv beantwortet. Fiir das allgemeine
Problem bleibt die Frage aber offen.

Nachfolgend wird ein FPT-Algorithmus beziiglich der Anzahl an Patternvektoren p fiir
den Spezialfall £k = 1 und s = oo vorgestellt. Auch fiir diesen Spezialfall ist das Problem
noch NP-schwer (siche Satz|3]). Ein FPT-Algorithmus beziiglich p ohne Einschrankungen
ist bisher nicht bekannt.

Satz 4. PATTERN CLUSTERING mit k = 1 und s = oo kann in O(p!%-m-n?) Zeit gelist
werden und ist somit in FPT beziiglich der Anzahl an Patternvektoren p.

Beweis. Um den Satz zu beweisen, wird ein FPT-Algorithmus angegeben, welcher sich
grob in drei Schritte gliedert.

1. Rate die richtige Permutation m von Patternvektoren, sodass die Patternvektoren
absteigend nach der Anzahl ihrer Zuweisungen sortiert sind.
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2. Berechne aus der Sortierung der Patternvektoren die Menge von méglichen Einga-
bezeilen, die auf die jeweiligen Patternvektoren abgebildet werden kénnen. Diese
Menge ist durch eine Funktion in p beschrénkt.

3. Rate fiir jeden Patternvektor, aus der Menge der moglichen Ausgabezeilentypen,
jeweils den richtigen.

Im ersten Schritt werden alle Permutationen der Patternvektoren P berechnet. Im zwei-
ten Schritt wird fiir jede Permutation m angenommen, sie wiirde die Patternvektoren
nach der Anzahl ihrer Zuweisungen absteigend sortieren. Das heifit es wird angenom-
men es gelte Vi, j(1 < i < j < p= #n(q) > #n(g;)). Somit kann angenommen werden,
dass fiir den ersten Patternvektor m(q;) die meisten Eingabezeilen zugeordnet werden
miissen. Der Ausgabezeilentyp, der durch 7(q;) erzeugt wird, muss also mindestens
tiberdurchschnittlich viele Zuweisungen erlauben. Die durchschnittliche Anzahl ist 2
und somit auch die Mindestanzahl an Zuweisung fiir den ersten Patternvektor. Somit
kann es maximal p viele Ausgabezeilentypen fiir 7(q1) geben. Sei T4,y = {r, 72, ... 7p}
die Menge der moglichen Ausgabezeilentypen fiir 7(g;). Das richtige Element wird gera-
ten. Eine geratene Zahl r; mit 1 < r; < p gibt an welches Element aus Tr(qr) der richtige
Ausgabezeilentyp ist. Jeder weitere Patternvektor 7(g;) muss einen Ausgabezeilentyp
erzeugen, auf den mindestens {iberdurchschnittlich viele der verbliebenen Eingabezeilen
zugewiesen werden kénnen. Davon gibt es jeweils maximal p — ¢ + 1 Moglichkeiten. Wel-
che dieser Moglichkeiten die richtige ist, wird wieder mit r; geraten. Das Raten wird
realisiert in dem einmal ein Vektor R = (r1,72,...,7p) mit 7; < p — i + 1 geraten wird.
Es gibt p! viele solcher Vektoren.

Es folgt nun die genaue Beschreibung des Algorithmus. Im Schritt ¢ wird fiir den Pattern-
vektor 7(g;) die Menge der Ausgabezeilentypen berechnet, welche iiberdurchschnittlich
viele Zuweisungen erlauben. Der r;-te Ausgabezeilentyp wird ausgewéahlt und alle zu ihm
passenden Eingabezeilen werden auf 7(g;) zugewiesen. Aus Beobachtung 3| folgt, dass
fiir diese Eingabezeilen keine anderen Patternvektoren beriicksichtigt werden miissen.
In einer Losung kénnen Eingabezeilen auf einen beliebigen passenden Patternvektor g
zugewiesen werden, wenn bekannt ist, dass die Eingabezeilen auf den durch ¢ erzeug-
ten Ausgabezeilentypen passen. Nun werden alle Eingabezeilen, die bereits zugewiesen
wurden, aus M geloscht und der i + 1-ste Ausgabezeilentyp wird auf die gleiche Weise
bestimmt.

Um FPT-Zeit zu erhalten bleibt noch zu zeigen, dass es fiir jeden ¢-ten Patternvek-
tor, mit 1 <4 < p, nur p — 7+ 1 Ausgabezeilentypen existieren, die iiberdurchschnittlich
viele Zuweisungen erlauben. Aus der Sortierung folgt: 7(g;) ist der Patternvektor der
von den verbliebenen Patternvektoren die meisten Zuweisungen erhélt - also mindestens
iiberdurchschnittlich viele. Daher kommen nur solche Ausgabezeilentypen in Frage, wel-

che p—nii+1 Zuweisungen erlauben, wobei n; die Zahl der verbliebenen Eingabezeilen ist.
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Somit gibt es fir 7(g;) nur p—i+1 mogliche Ausgabezeilentypen, die iberdurchschnittlich
viele Zuweisungen auf g; erlauben.

Gibt es eine Losung, so gibt es auch eine Permutation, die die Patternmatrix richtig
sortiert. Fiir diese Permutation gibt es auch einen Vektor R der die richtigen Ausgabe-
zeilentypen rét. Es gibt p! Permutationen und fiir jede Permutation gibt es p! Vektoren
R. Auflerdem miissen fiir jeden Patternvektor in jeder Permutation die méglichen Aus-
gabezeilentypen bestimmt werden. Dies ist jeweils in O(m - n?) moglich, da fiir jede
Eingabezeile nur gezéhlt werden muss mit wie vielen anderen Eingabezeilen sie auf den
Patternvektor abgebildet werden kann und sich aus der Eingabezeile dann der Ausgabe-
zeilentyp ergibt. Die Gesamtlaufzeit ist also in O(p!? - m - n?). O

Der Algorithmus in dem Beweis ist nur fiir den Spezialfall ¥ = 1 und s = oo korrekt.
Der Verzicht auf die Kostenschranke ist fiir diesen Algorithmus notwendig, da immer
sofort alle passenden Eingabezeilen auf einen Patternvektor zugewiesen werden. Wiirde
man diese sofortige Zuweisung nicht durchfiihren, wére im néchsten Schritt die Ein-
gabematrix zu grofl und die Laufzeit wére keine FPT-Zeit mehr. Der Verzicht auf die
Anonymitétsforderung ist notwendig, da der Algorithmus beim festlegen eines Ausgabe-
zeilentyps alle zu diesem Ausgabezeilentyp passenden Eingabezeilen bereits einem Pat-
ternvektor fest zuweist. Einige dieser Eingabezeilen kénnten aber spéter notwendig sein
um die Grofle eines anderen Ausgabezeilentyps zu erhdhen, damit er nicht kleiner als k&
ist. Die Eingabezeilen kénnen aber umsortiert werden um so die Anonymitétsforderung
fir alle Ausgabezeilentypen zu erfiillen. Ein solcher Algorithmus wird im néchsten Ab-
schnitt vorgestellt.

4.2 Parameter p und k£ € N

In diesem Abschnitt wird ein FPT-Algorithmus fiir PATTERN CLUSTERING mit Parame-
ter p, allgemeinem k£ und ohne Kostenschranke, also s = co, vorgestellt. Dieses Resultat
ist allgemeiner als das Resultat aus dem Abschnitt [A-1] Allerdings stellt der Abschnitt
[4.1]eine Grundidee vor, wie man PATTERN CLUSTERING l6sen kann. In diesem Abschnitt
wird diese Idee aufgegriffen und verfeinert, sodass der Algorithmus auch fiir beliebige
k € N angewendet werden kann. Der hier vorgestellte Algorithmus wird als Teilprozedur
einen Algorithmus fiir das Problem ROwW ASSIGNMENT nutzen [7, [8]. Der Algorithmus
gliedert sich grob in drei Schritte.

1. Rate die richtige Permutation 7 der Patternvektoren.

2. Bestimme in Abhédngigkeit der Reihenfolge der Patternvektoren die Ausgabezei-
lentypen.
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3. Bestimme die Lésung ¢ mit ROw ASSIGNMENT basierend auf der Ausgabezeilen-
typen.

Zunéchst einige Notationen: T}, = {1,2, ..., ¢, } ist eine Menge natiirlicher Zahlen, welche
die Eingabezeilentypen T}, reprisentiert, wobei t;, = |Tiy| die Anzahl an Eingabezeilen-
typen ist. Die Menge T/, = {1,2,...,tout} reprasentiert die Ausgabezeilentypen Ti,
wobei tout = |Tout| die Anzahl an Ausgabezeilentypen ist. Die Zuweisungskosten w; sind
die Kosten der Zuweisung einer Zeile auf den Ausgabezeilentypen ¢;. Im Fall der Stan-
dartkostenfunktion entspricht w; also der Anzahl an *-Symbolen in ¢;. Die natiirliche
Zahl n; gibt die Haufigkeit an, mit welcher der Eingabezeilentyp ¢; in der Eingabe-
matrix vertreten ist. Im Folgenden wird n; auch Grofle von ¢; genannt. Die Funktion
a: T, xT, — {0,1} gibt an welche Eingabezeilentypen auf welche Ausgabezeilentypen
passen und ermoglicht entsprechend nur solche Zuweisungen.

Es wird nun das, fiir den dritten Schritt wichtige, Problem ROwW ASSIGNMENT eingefiihrt.
Row ASSIGNMENT erhélt als Eingabe unter anderem die Menge der Ausgabezeilenty-
pen und berechnet, sofern vorhanden, eine k-anonyme Zuweisung der Eingabezeilen zu
den Ausgabezeilentypen. So kann PATTERN CLUSTERING auf das Finden der richtigen
Ausgabezeilentypen vereinfacht werden. Nun wird Row ASSIGNMENT formal definiert.

Row ASSIGNMENT
Eingabe: Natiirliche Zahlen k, s, w1, w2, ..., w,,, und ny, na, ..., Ny, mit Zﬁ‘:“l n; =
n, auflerdem eine Funktion a : T}, x T}, — {0,1}.

!

Frage: Existiert eine Funktion g : T/, x T/, — {0,1,...,n}, sodass gilt:

CL(’L,]) 'n Z g(la]) Vi € Tllnvj € Tcgut (41)
tin
> glij) >k Vi e T! . (4.2)
=1
tout
> g(i,j) =n; Vi e T, (4.3)
j=1
tin tout
S glij) wj<s (4.4)
i=1j=1

Die Losung g von ROwW ASSIGNMENT bildet von natiirlichen Zahlen auf natiirliche Zahlen
ab, sieht man die natiirlichen Zahlen des Definitionsbereichs als die Indizes der Einga-
bezeilen und die natiirlichen Zahlen des Wertebereichs als die Indizes der Ausgabezei-
lentypen, so kann man sich leicht den Patternvektor herleiten auf den die entsprechende
Fingabezeile abgebildet wird. Somit kann man ¢ als Zuweisung sehen. Dabei wird durch
die Gleichungen und Ungleichungen sichergestellt dass g eine Losung fiir PATTERN CLUS-
TERING ist. Ungleichung stellt sicher, dass g nur so zuweist wie a es erlaubt. Somit
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ist ¢ konsistent, wenn a nur konsistente Zuweisungen erlaubt. Die Ungleichung [4.2] si-
chert das jedem Ausgabezeilentyp mindestens k Eingabezeilen zugewiesen werden. Damit
Gleichung [£.3] erfiillt ist, muss jede der Eingabezeilen auf einen Ausgabezeilentyp zuge-
wiesen wurden sein und somit muss auch g total sein. Die letzte Ungleichung [4.4] hélt
die Kosten der Zuweisung unter s. Dies ist bei dem hier betrachteten Spezialfall s = co
auf den ersten Blick ohne Nutzen. Allerdings kann durch die Wahl eines geeigneten
s eine kostengiinstigere Zuweisung mittels ROw ASSIGNMENT gefunden werden. Row
ASSIGNMENT kann in O(3, - log(tin)) Zeit gelést werden [8].

Die Eingaben fiir ROw ASSIGNMENT sind dabei: k, s und ny, na, ..., ny,, , welche sich leicht
aus der Eingabe ablesen lassen. Auflerdem das erhélt Problem a und wi,ws,...,ws,,,
welche sich nicht so leicht ergeben. Es wird nun angenommen die Menge der Ausgabe-
zeilentypen wire bekannt. Dann kénnen wq, wa, ..., wy,,, einfach aus Toy, = {t1,t2, ...te, }
ablesen werden, da fiir w; nur die x-Symbole in ¢; gezdhlt werden miissen. In der Menge
T! . sind einfach nur die natiirlichen Zahlen von 1 bis ¢, enthalten. Auch die Funktion a
kann aus T, berechnet werden, indem a(t,, t;) = 1 gesetzt wird genau dann, wenn ¢; auf
t, passt. Also muss man nur Ty, berechnen. Damit ergeben sich alle Eingaben fiir eine
Row ASSIGNMENT-Instanz. Diese kann dann in polynomieller Zeit gelost werden und
erzeugt somit eine Losung fiir die eigentliche PATTERN CLUSTERING-Instanz. Das heifit,
falls T,y bekannt ist, so kann eine Losung fiir PATTERN CLUSTERING in polynomieller
Zeit gefunden werden [g].

Im Folgenden wird nun gezeigt wie man, fiir den Schritt 2, eine Menge von Ausgabe-
zeilentypen Ty = {t1, 9, ...t,,, } in Abhéngigkeit der Reihenfolge der Patternvektoren
finden kann. Dieses Verfahren ist als Pseudocode in Abbildung [A.1] dargestellt. Seien
{q1,42, ...,qp} die Patternvektoren in P und {z1, 22, ..., 2,} die Zeilen in der Eingabe-
matrix M. Eine Eingabezeile passt konsistent auf einen Ausgabezeilentyp genau dann,
wenn sie sich nur an den Stellen der x-Symbole unterscheiden, siche Definition [3] und die
Zeilen 23 bis 32 in Abbildung fiir den entsprechenden Pseudocode. Wiirde die erste
Zeile aus M, also z1, auf ¢ zugewiesen, so ergibt sich der Ausgabezeilentyp t1. Dies wird
in den Zeilen 6 bis 12 ausgefiihrt. Nach dem Bestimmen dieses Ausgabezeilentyps wer-
den alle Eingabezeilen, die auch auf diesen Ausgabezeilentypen passen, aus M geldscht.
Siehe dazu die Zeilen 13 bis 19. Wurde ein Patternvektor noch nicht fiir die Bildung
eines Ausgabezeilentyps benutzt, so spricht man von einem freien Patternvektor. Den
néchsten Ausgabezeilentyp gewinnt man nun, indem die néchste Eingabezeile z; auf den
obersten freien Patternvektor von P zugewiesen wird. Mit obersten Patternvektor ist
der Patternvektor mit dem kleinsten Index gemeint. Im Anschluss werden wieder alle zu
dem neuen Ausgabezeilentypen passende Eingabezeilen geloscht. Die Reihenfolge von P
hat hierbei starken Einfluss auf das gefundene Ty, und im Allgemeinen fiithrt die ur-
spriingliche Reihenfolge nicht zu dem richtigen T;,;. Daher wird in Schritt 1 die richtige
Permutation geraten, das heifit dieses Verfahren wird einfach fiir alle Permutationen
von P durchgefiihrt.
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1. procedure GETTouT(7(P), M))
2: Matrix M’ = M,
3: Integer ¢+ = 1;
4: Menge Touy = 0;
5 while M’ # () do
6 for j =1 bis m do
> In dieser Schleife wird mit Hilfe des i-ten Patternvektor der i-te
Ausgabezeilentyp bestimmt

7 if 7(¢;)[j] = O then
8 i) = MY )[j];
9: else
10: ti[7] = %
11: end if
12: end for
13: Tout.add(ti);
14: 1+ +;
15: for j =1 bis n do
> In dieser Schleife werden alle konsistent auf ¢; passenden Eingabezeilen
geloscht
16: if PASST(t;,z;) then
17: M’ remove(z;);
18: end if
19: end for
20: end while
21: end procedure
22:
23: procedure PASST(?, 2)
24: for ¢ =1 bis m do
25: if t[i] # x then
26: if t[i] # z[i] then
27 return(false);
28: end if
29: end if
30: end for
31: return(true);

32: end procedure

Abbildung 4.1: Pseudocode fiir das Verfahren zum Gewinnen von einem 7. in
Abhéngigkeit der Permutation der Patternvektoren.
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Beobachtung 4. Mit dem Verfahren, welches in Abbildung dargestellt wird, kann
die Menge von Ausgabezeilen abhdingig von der Permutation von P in O(m-n?) Schritten
gefunden werden.

Die Laufzeit ergibt sich wie folgt: Fiir jede Eingabezeile muss iiberpriift werden ob es
bereits eine passende Ausgabezeile gibt und es gibt maximal n viele verschiedene Aus-
gabezeilen.

Wenn man dieses Verfahren so lange anwenden kann, dass fiir jede Eingabezeile ein Aus-
gabezeilentyp gefunden wird, so wird diese Permutation 7w von P eine gute Permutation
genannt. Wenn es fiir das von 7 erzeugte Tyt eine Losung fiir ROwW ASSIGNMENT gibt,
so wird m sehr gute Permutation genannt.

Lemma 1. Wenn eine Instanz fir PATTERN CLUSTERING I = (M, P, k,s = c0) eine
Lésung hat, so existiert auch eine sehr gute Permutation w von P.

Beweis. Wenn es eine Losung gibt, so gibt es auch immer eine Losung, die eine minimale
Anzahl an Patternvektoren benutzt. Sei P, eine solche minimale Menge von Pattern-
vektoren, sodass es fur I’ = (M, Py, k,s = o) eine Losung gibt. Sei ¢ eine Losung
fir I’ und T, die Menge der Ausgabezeilentypen von ¢’. Mit T; wird die Menge an
Ausgabezeilentypen bezeichnet, die auf v;, fir alle v; mit 1 < i < n, passen. Auflerdem
sei t;; € T; der j-te Ausgabezeilentyp auf welchen v; passt. Da P, minimal ist, gibt es
fiir jeden Ausgabezeilentyp t € T! , mindestens eine Eingabezeile, die nur auf ¢ passt.

Ein Patternvektor passt zu einem Ausgabezeilentyp, wenn beide an genau den gleichen
Stellen x-Symbole haben. Eine sehr gute Permutation ergibt sich wie folgt: Sei g; ein
Patternvektor der zu dem Ausgabezeilentypen ¢;; € T; passt. Somit ergibt sich der
erste Patternvektor m(q;) = ¢;. Losche nun die oberste Eingabezeile und alle Zeilen,
die auf 11 passen. Sei nun z; der oberste Ausgabezeilentyp in der so verdnderten Ein-
gabematrix und ¢ der oberste Ausgabezeilentyp in T;. Sei g ein Patternvektor der zu ¢
passt. Dann ist ¢ der néichste Patternvektor in der Permutation. Dies wird fortgesetzt
bis alle Patternvektoren in P, von 7 zugewiesen sind. Dies ist immer mdglich, da es zu
jedem Patternvektor in P, eine Eingabezeile gibt, die nur auf einen Ausgabezeilentyp
passt. Wurden alle Patternvektoren zugewiesen, so sind auch keine weiteren Eingabezei-
len tibrig. Dies folgt aus der Tatsache das ¢’ eine Losung ist.

Die Permutation 7 von P, ist eine sehr gute Permutation. Wenn man die Reihenfol-
ge von 7(P,) beibehélt und die verbleibenden Patternvektoren in P\ P, in beliebiger
Reihenfolge anhéngt, so erhélt man eine sehr gute Permutation fir 7. O

Satz 5. PATTERN CLUSTERING mit k € N und s = oo ist in O(p! - m -n? -3 -logti)
Zeit losbar und somit in FPT beziiglich Parameter p, der Anzahl an Patternvektoren.
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M M! M} M!
]2 m(P) : m(P) 7 22 o
(%, *) (4, 0)
1 (D D) * | % (x *) *x | % 1|1
1 ’ * | % ’ * | % 111

Tabelle 4.1: Abgebildet ist eine PATTERN CLUSTERING-Instanz mit der Eingabematrix
M und die zwei Permutationen der Patternmatrix mit den jeweils resultie-
renden Lésungen Mj und Mj. Auerdem die optimale Ausgabematrix Mg .

Beweis. Sei I = (M, P, k,s = 00) eine Instanz fiir PATTERN CLUSTERING. Dann kann
flir jede der p! vielen Permutationen 7 von P in polynomieller Zeit tiberpriift werden ob
7 eine sehr gute Permutation ist. Siehe Abbildung [£.2] fiir den entsprechenden Pseudo-
code. Diese Uberpriifung muss die Ausgabezeilentypen bestimmen; dies ist in O(m - n?)
Schritten moglich, sieche Beobachtung |4l Dann muss die Funktion a : T/, x T/, — {0,1}
bestimmt werden, indem einfach a(t,,t;) = 1 gesetzt wird genau dann wenn t; auf ¢,
passt. Dies ist in O(m - n?) Schritten moglich, da fiir jede Eingabezeile gepriift wird auf
welche Ausgabezeilentypen sie passt und es maximal n viele Ausgabezeilentypen gibt
(siche Zeilen 9 bis 13). Aulerdem werden die w; berechnet, was in O(m - n) Schritten
moglich ist, da einfach die x-Symbole gezéhlt werden miissen, dies entspricht der Zeile
6. Abschlieend wird mit ROw ASSIGNMENT {iberpriift, ob es eine Losung gibt und es
sich somit um eine sehr gute Permutation handelt. Sind alle Permutationen keine sehr
guten Permutationen, so folgt aus Lemma [T dass es keine Losung fiir I gibt. Die Ge-
samtlaufzeit ist O(p! - m - n? - £}, - logtin), wobei O(t3, - logti,) die Laufzeit von Row
ASSIGNMENT ist. Da ROw ASSIGNMENT fiir die bereits festgelegten Ausgabezeilentypen
eine kostenoptimale Losung findet, wird fiir jede minimale Menge von Patternvektoren
P, € P sodass I' = (M, P,, k,s = o0) eine Losung hat, eine kostenoptimale Losung fiir
I gefunden. O

Der Algorithmus aus Satz [f] ist nur korrekt fiir den Spezialfall s = oo. Diese Ein-
schrankung ist notwendig, da zwar ROwW ASSIGNMENT kostenoptimal auf die Ausga-
bezeilentypen zuweist, aber es nicht garantiert werden kann, dass die richtigen Ausga-
bezeilentypen gefunden wurden. Ein mdglicher Worst Case wire zum Beispiel, wenn
die oberste Eingabezeile aus M in jeder Losung auf einen Patternvektor zugewiesen
werden muss, der nur *x-Symbole enthéilt. Dann wiirde jedes Ty, wie hier beschrieben
berechnet, nur einen Ausgabezeilentyp enthalten und somit wiirde die Ausgabematrix
nur *-Symbole enthalten. Die Tabelle [I.1] zeigt ein Beispiel, in welchem mit dem hier
beschriebenen Algorithmus keine kostenoptimale Losung gefunden wird. Es besteht die
Hoffnung die Eingabematrix M deterministisch, nach einem noch unbekannten Kriteri-
um, zu sortieren, sodass der Algorithmus eine Optimale Losung findet.
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1: procedure PATTERNCLUSTERING (M, P, s, k)

2 for alle 7(P) do

3 Touwt = GETTOUT(7(P), M); > siche Abbildung [4.1] fir GETTouT
4 Menge Q = (); > In Q werden zur besseren Ubersicht die w; gesammelt
5: for alle t; € Tyt do

6 w; = ANZAHLx(t;); > w; entspricht der Anzahl an x-Symbolen in ¢;
7 Q.add(w;);

8 end for

9: for alle t; € Tyt do

10: for alle z; € T, do

11: ali][j] = PASST(t;, 25); > siche Abbildung fiir PASST
12: end for

13: end for

14: if ROWASSIGNMENT (M, Ty, Tout, 2, a) then

15: return(true);

16: end if

17: end for

18: return(false);

19: end procedure

Abbildung 4.2: Pseudocode zu dem Algorithmus aus dem Beweis von Satz

Der Algorithmus aus Satz [] findet immer eine Losung die nur das Minimum an Pat-
ternvektoren benétigt. Somit ist dieser Algorithmus kostenoptimal fiir die Clustering-
Kostenfunktion. Man erinnere sich: Die Clustering-Kostenfunktion fragt nach einer Losung
die maximal s Ausgabecluster beziehungsweise Ausgabezeilentypen erzeugt. Somit ist s
eine obere Schranke fiir die benutzten Patternvektoren in einer Losung. Man kann den Al-
gorithmus so abéndern, dass sich die Laufzeit speziell fiir die Clustering-Kostenfunktion
verbessern lasst. Fiir die Clustering-Kostenfunktion gilt stets s < p

Korollar 5. PATTERN CLUSTERING mit der Clustering-Kostenfunktion kann man l6sen
mn O((g) sl-m-n?-t3 logty) Zeit und ist somit FPT beziiglich dem Parameter p.
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Beweis. Zunichst wird fiir s < p gezeigt, dass stets p! > (?) - s! gilt.

p!
& > - 8!
P st (p—9)! °
p!
= pl >
(p—s)!
S ((p—9)l>1

Nun werden die Anderungen des Algorithmus beschrieben: Anstatt alle Permutationen
zu uberpriifen, werden lediglich s viele Patternvektoren geraten, welche in der Losung
vorkommen. Man kann (?) viele Mengen der Grofie s aus P auswéhlen. Nun miissen
nur noch fiir die jeweils s vielen ausgewéhlten Patternvektoren alle s! vielen Permuta-
tionen iiberpriift werden. Die Laufzeit fir die Uberpriifung #ndert sich dabei nicht, es
wird also O(m -n? -3, -logtiy) Zeit benétigt um eine Permutation zu iiberpriifen. Wenn
es fiir eine Menge von Patternvektoren der Grofie s eine Losung gibt, so wird sie auch
gefunden. Dies folgt aus Lemma [T} Gibt es eine Losung, die weniger als s viele Pattern-
vektoren benutzt, so wird diese auch gefunden. Denn dann gibt es eine Obermenge dieser
Patternvektoren, welche unter anderen diese wenigen richtigen Patternvektoren sehr gut
permutiert. ]

4.3 Partieller Problemkern fiir spezielle Kostenfunktionen

In diesem Abschnitt werden partielle Problemkerne [2] fiir PATTERN CLUSTERING mit
den Kostenfunktionen aus Abschnitt vorgestellt. Im Gegensatz zu einem Problem-
kern, beschréankt ein partieller Problemkern nicht die gesamte Eingabegrofie durch eine
Funktion abhingig von dem Parameter, sondern nur eine oder mehrere Dimensionen.
In dieser Arbeit wird die Anzahl an Spalten m durch eine Funktion von der Anzahl
an Patternvektoren p begrenzt. Ein partieller Problemkern wird durch die erschépfende
Anwendung von Datenreduktionsregeln erreicht. Eine Datenreduktionsregel reduziert in
polynomieller Zeit die Grofle der Eingabe. Eine Datenreduktionsregel R heifit korrekt
wenn fiir jede Instanz I auf die R angewandt werden kann gilt, dass die reduzierte
Instanz entscheidungséquivalent zu [ ist.

Sei I = (M, P, k,s) eine Instanz fiir PATTERN CLUSTERING dabei sei die Patternma-
trix P € {x,0}P*™. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man fiir die allgemeine Kos-
tenfunktion, die bindre Kostenfunktion und die Clustering-Kostenfunktion Spalten ver-
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schmelzen kann, sodass m < 2P gilt und man somit einen partiellen Kernel erhélt. Dazu
einige Notationen.

Notation: Die i-te Spalte mit 1 < ¢ < m von M wird mit le bezeichnet, analog die
i-te Spalte von P mit v}". Zwei Spalten v} und ’UJP sind in P identisch wenn sie in jeder
Zeile in P identisch sind. Mit R(M) wird die Multimenge aller Eingabezeilen bezeichnet,
wie bereits definiert wurde. Zwei Spalten v und vjv‘[ werden verschmolzen, indem vjv‘[
und v]P geldscht werden und in jeder Zeile zp € R(M) an der Stelle i das Symbol M|i][¢]

ersetzt wird durch M[l][i] o M [{][j]. Dabei ist o die Konkatenation.

Zuerst wird die Datenreduktionsregel Regel 1 vorgestellt, danach wird gezeigt, dass sie
zu einem partiellen Problemkern fiihrt, abschliefend wird gezeigt, dass sie fiir die Kos-
tenfunktionen aus Abschnitt 2.3] korrekt ist.

M

Regel 1: Sind v und UJP identisch in P, so verschmelze v;” und vJM .

Lemma 2. Sei I = (M,P,k,s) mit M € X" ynd P € {x,0}P*™. Sei weiterhin
die Instanz I, = (M', P', k, s), jene Instanz die sich nach erschopfender Anwendung von
Regel 1 auf I ergibt. Sei M’ € "™ dann gilt m’ < 2P,

Beweis. Dieses Lemma wird mit einem Widerspruchsbeweis bewiesen. Sei m’ > 2P. Da
die neue Patternmatrix P’ € {x, D}pxm/ eine Matrix iiber einen bindren Alphabet ist,
kann es in P nur 2P viele verschiedene Spalten geben. Es miissen also 2 Spalten identisch
sein, also kann Regel 1 angewandt werden, dies ist ein Widerspruch zu der Aussage Regel
1 wurde erschopfend angewandst. O

Nun wird die Korrektheit fiir die drei Kostenfunktionen aus Abschnitt gezeigt.

Lemma 3. Regel 1 ist korrekt fiir PATTERN CLUSTERING mit der bindren Kostenfunk-
tion.

Beweis. Sei I = (M, P,k,s) eine Instanz von PATTERN CLUSTERING fiir die Regel 1
angewendet werden kann und sei I’ = (M’, P, k, s) die Instanz die sich nach der Anwen-
dung der Regel 1 ergibt. Zu zeigen ist: Es gibt eine Losung ¢ fiir I genau dann, wenn
eine Losung ¢’ fir I’ existiert. Bei der Anwendung der Regel wird die Reihenfolge der
Zeilen in P und M nicht verdndert. Es behalten also alle Eingabezeilen und Pattern-
vektoren ihre alten Indizes. Eine Losung ¢ fiir I’ bildet indezerhaltend zu ¢ ab, das
heifit ¢'(z;) = ¢; & ¢(2:) = ¢ mit z; € M’, q; € P', z; € M und ¢; € P. Nachfolgend
wird gezeigt, dass die Zuweisung ¢’ konsistent ist genau dann wenn ¢ konsistent ist.
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Seien ohne Beschrinkung der Allgemeinheit v{ und vf die beiden Spalten auf welche
Regel 1 angewandt wurde. Da v{ = v gilt, wurden bei jeder Abbildung von ¢ entweder
die ersten beiden Symbole in jeder Eingabezeile geloscht oder keine der beiden. Daher ist
¢ konsistent genau dann wenn gilt M'[i][1] = M'[j][1] & (M[][1] = M[j][1] A M[i][2] =
MT[j][2]). Dies folgt aus der Eineindeutigkeit der Konkatenation.

Die Zuweisung ¢’ ist k-anonym genau dann wenn ¢ k-anonym ist, dies folgt aus der
Konstruktion. Es bleibt zu zeigen, dass die Kosten der Zuweisungsfunktionen gleich sind.
Bei der bindren Kostenfunktion kostet eine Zuweisung auf einen Patternvektor immer
gleich viel, es sei den er enthélt nur [J-Symbole. Beim Verschmelzen kann aus einem
Patternvektor ohne x-Symbol kein Patternvektor entstehen, welcher mindestens ein -
Symbol enthélt. Es konnen auch nicht alle x-Symbole aus einem Patternvektor beim
verschmelzen geloscht werden. Da immer zwei x-Symbole gebraucht werden um ein *-
Symbol zu l6schen. O

Korollar 6. Regel 1 ist korrekt fir PATTERN CLUSTERING mit der allgemeinen Kos-
tenfunktion.

Beweis. Sei I = (M, P, k,s) eine Instanz von PATTERN CLUSTERING fiir die Regel 1
angewendet werden kann, sei I’ = (M’, P', k, s) die Instanz die sich nach der Anwendung
der Regel 1 ergibt. Zu zeigen ist: Es gibt eine Losung ¢ fiir I genau dann, wenn eine
Losung ¢’ fiir I’ existiert. Dabei wird ¢’ genauso konstruiert wie in dem Beweis zu
Lemma [3] Auch die Argumentation fiir die Konsistenz ergibt sich analog. Es bleibt zu
zeigen, dass die Kosten der beiden Zuweisungsfunktionen gleich sind. Da die Kosten fiir
jede Zuweisung bei jedem Patternvektor nicht verandert wurden und jeder Patternvektor

genauso viele Zuweisungen in ¢’ erhélt wie in ¢, ist die Gleichheit der Kosten gegeben.
O

Korollar 7. Regel 1 ist korrekt fiir PATTERN CLUSTERING mit der Clustering-Kosten-
funktion.

Beweis. Sei I = (M, P, k,s) eine Instanz von PATTERN CLUSTERING fiir die Regel 1
angewendet werden kann, sei I’ = (M’, P', k, s) die Instanz die sich nach der Anwendung
der Regel 1 ergibt. Zu zeigen ist: Es gibt eine Losung ¢ fiir I genau dann, wenn eine
Losung ¢’ fiir I’ existiert. Dabei wird ¢’ genauso konstruiert wie in dem Beweis zu
Lemma [3] Auch die Argumentation fiir die Konsistenz ergibt sich analog. Es bleibt zu
zeigen, dass die Kosten der beiden Zuweisungsfunktionen gleich sind. Da nur Kosten fiir
jeden Patternvektor auf den mindestens eine Zeile zugewiesen wurde und ¢’ auf genauso
viele Patternvektoren zuweist wie ¢, ist die Gleichheit der Kosten gegeben. U
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Aus dem Lemma [2] und Lemma [3] beziehungsweise den Korollaren [6] und [7] ergibt sich
folgender Satz.

Satz 6. 1. Fiir PATTERN CLUSTERING mit der bindren Kostenfunktion gibt es immer
eine Entscheidungsiquivalente Instanz, welche weniger als 2P Spalten hat, wobei
p die Anzahl an Patternvektoren ist. Diese Instanz kann in polynomieller Zeit
berechnet werden.

2. Fir PATTERN CLUSTERING mit der allgemeinen Kostenfunktion gibt es immer
eine Entscheidungsdiquivalente Instanz, welche weniger als 2P Spalten hat. Diese
Instanz kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

3. Fir PATTERN CLUSTERING mit der Clustering-Kostenfunktion gibt es immer eine
Entscheidungsdquivalente Instanz, welche weniger als 2P Spalten hat. Diese Instanz
kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

4.4 Parameter s

In diesem Abschnitt wird eine Idee fiir einen FPT-Algorithmus beziiglich dem Parame-
ter s gezeigt. Man erinnere sich; s ist die Kostenschranke und p; ist die Anzahl an Pattern-
vektorentypen. Diese Idee wird im zweiten Teil angewandt um einen FPT-Algorithmus
beziiglich dem kombinierten Parameter (s, p;) fiir PATTERN CLUSTERING mit der Stan-
dardkostenfunktion und dem Spezialfall K = 1 zu zeigen. Ob sich die Idee auch fiir den
nicht kombinierten Parameter s anwenden l&sst ist bisher nur eine Vermutung. In die-
sem Abschnitt wird der Begriff des kostenlosen Patternvektors benutzt. Ein kostenloser
Patternvektor ist ein Patternvektor ohne x-Symbole. Ein kostenpflichtiger Patternvektor
oder kurz Bezahlvektor ist ein Patternvektor, der nicht kostenlos ist.

Beobachtung 5. Gibt es keinen kostenlosen Patternvektor, so hat die Instanz I maxi-
mal s Fingabezeilen oder I besitzt keine Losung.

Beweis. Jede Eingabezeile muss auf irgendeinen Patternvektor abgebildet werden und
jeder Patternvektor 16scht mindestens ein Zeichen, daher hat jede totale Zuweisung min-
destens Kosten n, wobei n die Anzahl an Eingabezeilen ist. Somit ist n < s. O

Mit einem dhnlichen Argument folgt trivial die néchste Beobachtung.

Beobachtung 6. Gibt es fiir eine Instanz eine Lésung @ mit Kosten hdchstens s, so
bildet ¢ mazimal auf s viele Bezahlvektoren ab.
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Im Folgenden wird mit #g¢ die Anzahl an kostenlosen Patternvektoren bezeichnet und
mit #t wird die Anzahl an unterschiedlichen Eingabezeilentypen in einer Instanz I.
Gelte #g > #t und k = 1, so existiert eine einfache Losung, denn jeder Eingabezeilentyp
kann auf einen kostenlosen Patternvektor abgebildet werden. Daher kann angenommen
werden, dass #t — #g > 0 ist. Man beachte: Fiir jede Ja-Instanz gilt #t — #g < s, dies
folgt aus Beobachtung

Beobachtung 7. Fiir jede PATTERN CLUSTERING-Instanz I mitk = 1 und #t—4g > 0
gilt. Gibt es eine Funktion @ die #t — #g viele Eingabezeilentypen vollstindig in die
Menge der Bezahlvektoren abbildet, dann ist I eine Ja-Instanz.

Beweis. Die verbliebenen #g¢ vielen Eingabezeilentypen konnen vollstandig auf die #g vie-
len kostenlosen Patternvektoren abgebildet werden. O

Im Folgenden wird es das Ziel sein, mit Hilfe einer so genannten Kostenmenge #t — #g¢g
viele Eingabezeilentypen mit Kosten s vollstéindig in die Menge der Bezahlvektoren ab-
zubilden. Wenn dies in FPT-Zeit getan werden kann, so ist das eigentliche Problem auch
in FPT-Zeit gelost. Dazu wird im Folgenden das neue Konzept der Kostenmenge vorge-
stellt. Eine Kostenmenge H ist eine Multimenge von geordneten Paaren h = (¢, ¢) mit
¢ € Nund ¢ € N°. Das geordnete Paar h wird Kostenpaar genannt. Es reprisentiert im
Vektor ¢ die Groflen von unbekannten Eingabezeilentypen und die Kosten ¢, die diese
beim Abbilden auf einen ebenfalls noch unbekannten Patternvektor ¢ in einer Zuwei-
sung verursachen. Der Vektor ¢ = ({1, /s, ...Ls) enthélt aulerdem noch die Information,
wieviele Eingabezeilenzeilentypen auf ¢ abgebildet werden. Dies ist die Anzahl an Nicht-
nulleintrigen in /. Die /; seien stets absteigend sortiert.

Im Folgenden wird stets angenommen, dass k = 1 gilt. Somit kann Beobachtung [5| be-
nutzt werden. Daher kann weiter angenommen werden, dass Eingabezeilentypen stets
komplett auf einen Patternvektor abgebildet werden. Somit kann man an ¢ ablesen wie-
viele Eingabezeilen insgesamt auf ¢ abgebildet werden. Dies entspricht genau der Summe
x = ) i1 {;. Somit ist £ gleich der Anzahl an x-Symbolen in ¢. Bei jeder Kostenmenge
einer Losung ist ¢ stets so bestimmt, dass ¢ eine ganze Zahl ist. Hier wird nochmal kurz
zusammengefasst welche Informationen ein Kostenpaar h = (¢, £ = (¢4, ..., {s)) enthélt:

1. Die Anzahl x-Symbole in dem Patternvektor ¢ und die Gesamtkosten der Abbil-
dung auf ¢,

2. die Anzahl an verschiedenen Eingabezeilentypen und jeweils deren Gréfie und

3. die Gesamtzahl an Eingabezeilen, die auf ¢ abgebildet werden.

Eine Realisierung r fiir ein Kostenpaar (c, £) ist ein Patternvektor ¢ und eine Menge von
Eingabezeilentypen, welche die Gréflen haben, die von ¢ vorgegeben werden, und auf ¢
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mit exakt Kosten ¢ abgebildet werden kénnen. Eine realisierende Abbildung fir eine Kos-
tenmenge ist eine Menge von Realisierungen fiir Kostenpaare, sodass jedes Kostenpaar
konfliktfrei zu den anderen realisiert wird. Konfliktfrei heifft dabei, dass jede Eingabe-
zeile und jeder Patternvektor nur einmal benutzt wird. Mit der Kostenmenge H ist es
nun moglich Restriktionen an realisierende Abbildungen zu stellen. Diese Restriktionen
umfassen die Anzahl an Eingabezeilentypen und die Kosten, die die Abbildung ¢ verur-
sacht. Somit kann nun untersucht werden, ob es eine Abbildung ¢ gibt, die mit Kosten s
eine Anzahl von #t — #g¢ vielen Eingabezeilentypen vollstandig in die Menge der Bezahl-
vektoren abbildet. Zunéchst wird ¢ mit Hilfe von H auf die Menge der Bezahlvektoren
beschriankt. Dies geschieht indem fiir jedes h = (¢,¢) € H jeweils ¢ > 0 gelten soll. Als
néchstes werden die Gesamtkosten beschrinkt. Dies passiert einfach mit:

|H|

s > Zci
i=1

wobei h; = (¢;,1;) das i-te Kostenpaar ist. Zuletzt wird die Anzahl der Eingabezeilenty-
pen festgelegt. Die Anzahl aller Nichtnulleintrdgen in allen Kostenpaaren muss zusam-
men exakt! #t — #g sein. Eine solche Kostenmenge wird restriktiv genannt.

Nun wird gezeigt, dass es maximal f(s) viele verschiedene solcher restriktiven Kosten-
mengen gibt: Eine solche Kostenmenge hat maximal s Kostenpaare. Jedes Kostenpaar
besteht aus s + 1 Elementen. Jedes dieser Elemente kann jeweils nur s 4+ 1 verschiedene
Werte annehmen. Daher ist die Kardinalitdt der Menge aller restriktiven Kostenmengen
durch eine Funktion in s beschrankt. Aus Beobachtung [7] folgt fiir kK = 1, dass es eine
Lésung ¢ gibt, wenn es eine realisierende Abbildung ¢ gibt die H realisiert. Gibt es fiir 1
eine Losung, so gibt es eine Kostenmenge fiir die es eine realisierende Abbildung gibt.
Sei H eine solche Kostenmenge. Nun wird beschrieben, wie eine realisierende Abbildung
fiir eine Kostenmenge gefunden werden kann. Eine Realisierung fiir ein Kostenpaar (c, £)
ist ein Patternvektor ¢ und eine Menge von Eingabezeilentypen, welche die Gréflen haben
die von ¢ vorgegeben werden und auf g mit exakt Kosten ¢ abgebildet werden kénnen.

Ziel ist es nun, eine realisierende Abbildung ¢ zu finden. Dazu wird nun eine Menge
von Realisierungen fiir alle Kostenpaare gesammelt und in dieser Menge wird nach einer
konfliktfreien realisierenden Abbildung gesucht. Diese Menge soll dabei nur so grof} sein,
dass man Brute-Force Methoden anwenden kann um eine realisierende Abbildung zu
finden. Diese Menge nennen wir Realisierungskandidatenmenge oder Realisierungsmenge.
Im folgenden Abschnitt wird eine Realisierungsmenge vorgestellt.

LGibt es eine Losung die mit Kosten maximal s mehr als #t — #g¢ Eingabezeilentypen komplett auf
Bezahlvektoren zuweist, so gibt es auch immer eine Losung die exakt #t — #g Eingabezeilentypen
mit Kosten maximal s auf Bezahlvektoren zuweist. Dies folgt aus £ = 1 und der damit verbundenen
beliebigen Grofie der Ausgabezeilentypen.
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Parameter (s,p;). Da es bisher nicht gelungen ist eine Realisierungsmenge zu finden
die nur durch eine Funktion in s beschrinkt ist, wird nur eine vorgestellt die durch
eine Funktion in s und p; beschrankt ist, wobei p; die Anzahl an Patternvektortypen
ist. Zunédchst wird hierzu das Konzept der Realisierungstabelle eingefithrt. Im Anschluss
wird eine zu grofie Realisierungstabelle vorgestellt. Spéter wird erklért, wie man sie durch
eine Funktion in s und p; beschrinken kann.

Eine Realisierungstabelle T}, ; fiir ein Kostenpaar h und einen Patternvektortyp ¢ ist wie
folgt aufgebaut. Es gibt 1 + |¢| viele Spalten. Fiir jedes ¢; gibt es eine Spalte L; und
die zusétzliche Spalte entspricht einem Ausgabezeilentyp. In den Zeilen L; stehen jeweils
Eingabezeilentypen der Grofe ¢;, die zu dem Ausgabezeilentyp b passen. Ein Eingabezei-
lentyp passt zu einem Ausgabezeilentyp b, wenn sie sich nur an der Stelle der x-Symbole
in b unterscheiden. Der Ausgabezeilentyp muss wiederum zu dem Patternvektorentyp ¢
passen, das heifit beide miissen an den gleichen Stellen x-Symbole haben. Fir jeden Aus-
gabezeilentyp werden mehrere Zeilen mit Eingabezeilentypen gesammelt. Zeilen die den
gleichen Ausgabezeilentyp haben, werden Zeilenblock genannt. Ein Zeilenblock ist abso-
lut vollstindig wenn in jeder Spalte L; alle zu b passenden Eingabezeilentypen der Grofe
¢; stehen. Eine Tabelle T}, ; ist absolut vollstindig wenn alle méglichen Ausgabezeilen-
typen des entsprechende Zeilenblock absolut vollstdndig sind. Ein Ausgabezeilentyp ist
fir h und t mdglich, wenn es fir jedes ¢; mindestens einen Eingabezeilentyp gibt. Gibt
es fiir ein /; weniger passende Eingabezeilentypen als fiir £;, dann sind einige Zeilen in
Spalte L; leer. Die erste Spalte enthélt die Ausgabezeilentypen. Eine Zeile, in der alle
Spalten aufler der ersten Spalte leer sind, gibt es in einer Realisierungstabelle nicht.

Beobachtung 8. FEine absolut vollstindige Realisierungstabelle Ty ; fir h und t hat
folgende FEigenschaften.

e Sind {; und £; nummerisch gleich, so enthdlt auch die Spalte L; die gleichen Ein-
gabezeilentypen wie Spalte L;.

e Um eine Realisierung fiir h zu finden, konnen folgendermafen paarweise unter-
schiedliche Eingabezeilentypen aus Ty, ; kombiniert werden. Aus jeder Spalte muss
genau ein Eingabezeilentyp ausgewdhlt werden und alle ausgewdhlten Fingabezei-
lentypen miissen zu dem gleichen Zeilenblock gehéren.

e In T}, sind unterschiedliche Zeilenblocke stets disjunkt in ihren Eingabezeilenty-
pen.

e Die Grofie von Ty ist im Allgemeinen nicht durch eine Funktion in p; und s
beschrankt.

Im Folgenden werden wir zeigen wie man eine solche Realisierungstabelle reduziert wird,
mit dem Ziel ihre Groéfle durch eine Funktion in p; und s zu beschrinken. Eine sol-
che reduzierte Realisierungstabelle wird s-vollstindig genannt. Gesucht ist nun eine s-
vollstandige Realisierungstabelle mit der man die Instanz 16sen kann.
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Definition 10. FEine reduzierte Realisierungstabelle Ty, ; heif$t s-vollstindig wenn sie
folgende Modifikationen erfillt:

1. Anstatt aller moglichen Ausgabezeilentypen werden zundchst nur solche Ausgabe-
zeilentypen in die Realisierungstabelle aufgenommen, fiir die es mindestens eine
konfliktfreie Realisierung gibt. Das heifit es gibt wenigstens eine Kombination mit
jeweils einem FEingabezeilentyp aus jeder Spalte, die aufSerdem paarweise verschie-
den sind.

2. Fiir jede Realisierungstabelle Ty, ; werden nur maximal s verschiedene Zeilenblicke
gesammelt. Eristieren weniger als s Zeilenblécke, so werden alle in Ty, ; aufgenom-
men.

3. Fiir jedem Zeilenblock gibt es in jeder Spalte maximal s verschiedene Fingabezei-
lentypen. Fxistieren weniger als s Fingabezeilentypen in einer Spalte, so werden in
dieser Spalte alle aufgenommen.

Eine Realisierungsmenge A, die fiir jedes h € H und jeden Patternvektortypen t in P
eine solche s-vollstéandig Realisierungstabelle enthélt, wird auch s-vollstandig genannt.
Die Realisierungsmenge A ist durch eine Funktion in s und p,; beschréinkt. Man beachte
zunéchst es gilt stets [H| < s. Es gibt |H| - p; viele Realisierungstabellen T}, ;, und jede
hat s + 1 Spalten und maximal s? viele Zeilen (s Zeilenblécke mit je s Zeilen). Die
Tabellen [4.2] bis [4.6] zeigen ein Beispiel fiir eine absolut vollstdndige Realisierungsmenge
und fiir eine s-vollstédndige Realisierungstabelle.

[

Spalte 1 || 1 ]2 |3 213|4(5]6|1]2[3[4]5|6]0
Spalte2 ||a|a|a|la|b|b|b|b|b|b|lc|lc|c|c|c|c]|o
Anzahl || 1|1 |1 |1|2|22|2|2]|2|2]|2|2|2]|2]2]|3

Tabelle 4.2: Transponierte Eingabematrix M. Die ersten beiden Zeilen entsprechen den
Spalten von M und geben die Eingabezeilentypen an, die dritte Zeile gibt
die Haufigkeit des entsprechenden Typs an.
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Patternmatrix P Kostenmenge H
c 14
E*D’D*% i 1 s =10, #t =17, 21 @
(6, %) x1 #9 =12, 4t —#9 =5 2 (1,1)
(0,0 x 12 6| (1,2)

Tabelle 4.3: Hier ist die Patternmatrix abgebildet, ebenfalls mit der Anzahl des entspre-
chen Patternvektorentyps, weiterhin abgebildet sind sonstige Eingabepara-
meter und eine Kostenmenge fiir die es eine realisierende Abbildung ¢ gibt.
Es wurde auf die Darstellung der Nulleintrage in den £’s verzichtet.

hi1 = (2,(2)) = der Patternvektor enthélt ein *-Symbol

t1 = (0, %) to = (%,0)
Ty 1, Thy t,

b 2 1
bp=[1]+] | [1]Db] by=[>]>b] | [1]b]
bp=[2]~] | [2]b] [3]D]

[4]b]
bg=[31+~] | [3]b]
by=[4]~] | [4]b] by=[xlc] | [1]c]
bs=[51+~] | [5]b]
be=[6]~] | [6]b]
[6]c] [6]c]

Tabelle 4.4: Aus hy ergibt sich die Anzahl an x-Symbolen, da ein Eingabezeilentyp der
Grofe zwei auf einen Patternvektor ¢ mit Kosten zwei abgebildet werden soll.
Also muss ¢q ein x-Symbol enthalten. Es gibt zwei Patternvektorentypen in P
die ein *-Symbol enthalten. Daher ergeben sich zwei Realisierungstabellen.
Man beachte, dass in T}, 4, kein zuléssiger Ausgabezeilentyp ist, da
die Eingabezeile nicht die Grofie zwei hat, ebenso sind [ x [a | und [ * [ o |
in Th, 4,

48



4 Algorithmen

he = (2,(1,1)) = der Patternvektor enthélt ein x-Symbol
t1 = (0,%) te = (x,0)
Thz,h Thz,tQ
b 2 ly b 2 Lo
br=—_t1 | et | e bp= | [L]a]] [1]a]
by =t} | 2t | B2t [(xTa]| [2]a]] [2]a]
b=t | oS | et Gl=]| 512
s S e S o [4]a]| [4]a]

Tabelle 4.5: Aus hy ergibt sich wieder die Anzahl an x-Symbolen und es resultieren zwei
Realisierungstabellen. Alle Zeilen in T}, ;, sind aber nicht in der reduzier-
ten s-vollstdndigen Realisierungstabelle enthalten, da sie gegen das Kriteri-
um (1) aus Definition |10 verstofen.

hs = (6,(1,2)) = der Patternvektor enthélt zwei x-Symbole

ts = (%, %)
Ths,t3
b 2 £
by=[x1+] | [1]a]| [1]b]
[2faf| [1]c]
[3la]| [2]h]
[4Ta]| [2]c]

Tabelle 4.6: Die Eingabezeilentypen und [6 [ c] sind nicht in der s-
vollstandigen Realisierungstabelle, da es bereits s andere Eingabezeilenty-
pen gibt.

Lemma 4. Wenn es fir die Kostenmenge H eine realisierende Abbildung ¢ibt, so gibt
es auch in der s-vollstindigen Realisierungsmenge A fiir H eine realisierende Abbildung.

Beweis. Sei ¢ = {ri,r9,73...} die realisierende Abbildung fiir H. Man sortiere die Ele-
mente aus R so, dass alle 7; mit j € N und ¢ < j < |R| nicht in A sind und alle r; mit
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j < i in A sind. Somit ist r; die Realisierung mit dem kleinsten Index, die nicht in H
ist. Sei h das Kostenpaar welches von r; realisiert wurde und sei r; = (g;,/;) und g; sei
vom Typ t. Es wird nun gezeigt, dass in der Realisierungstabelle T}, ; fiir h und ¢ eine
konfliktfreie Realisierung existiert. Es ist bekannt, dass r; nicht in T} ist. Also sind in
T}, nicht alle moglichen Realisierungen. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten.

Erstens: Ist T}, ; mit Ausgabezeilentypen voll (enthélt also exakt s Ausgabezeilentypen),
so gibt es mindestens einen Ausgabezeilentyp mit der h realisiert werden kann und der
nicht im Konflikt mit einer Realisierung r; mit j < ¢ steht. Denn alle r; mit j < i
kénnen zusammen maximal s Eingabezeilentypen benutzen. Man beachte auflerdem,
dass die Zeilenblocke in T}, ; jeweils disjunkt in der Eingabezeilen sind. Daher muss es
einen Ausgabezeilentyp in T} ; geben der nicht zu den Realisierungen r; mit j < ¢ im
Konflikt steht.

Zweitens: Die zweite Moglichkeit warum 7; nicht in 7}, ist, ist dass es einen vollen
Ausgabezeilentyp b gibt. Das heifit es gibt einen Zeilenblock, in dem mindestens ein
Eingabezeilentyp e von r; nicht in dem Zeilenblock ist. Sei dieser Eingabezeilentyp von
der Grofle ¢;. Dann gibt es in der Spalte L; genau s verschiedene Eingabezeilentypen.
Das heifit mindestens ein anderer Eingabezeilentyp kann an den Platz von e treten und
so h realisieren ohne dass sich der Ausgabezeilentyp &ndert. Gibt es mehrere fehlende
Eingabezeilentypen, kann diese Argumentation wiederholt angewandt werden.

Eine weitere Moglichkeit fiir das Fehlen einer Realisierung in A gibt es nicht. Jetzt ist
r; realisiert und 7 wird um Eins erhoht, bis alle Kostenpaare realisiert wurden. Somit ist
die Existenz einer Realisierung in A bewiesen.

O]

Satz 7. PATTERN CLUSTERING mit k = 1 kann in O(s%° - pitt . m - n) Zeit gelost
werden und ist somit in FPT beziglich dem kombinierten Parameter (s,p;) und in XP
beztiglich Parameter s, wobei s die Kostenschranke und p; die Anzahl Patternvektortypen
15t.

Beweis. Sei I eine Instanz von PATTERN CLUSTERING mit k = 1. Gibt es eine Losung ¢
fir I, so gibt es auch eine Kostenmenge H fiir diese Losung. Fiir H gibt es eine s-
vollstdndige Realisierungsmenge, in der laut Lemma [4] eine realisierende Abbildung ge-
funden werden kann. Die Menge aller H fiir I ist durch eine Funktion in s beschrankt,
wie im folgenden gezeigt wird. Da die tatsédchlichen Kosten von ¢ nicht bekannt sind,
muss fiir jedes s’ < s eine Kostenmenge geraten werden. Jede Kostenmenge hat ma-
ximal s’ Kostenpaare h = (¢, ¥), wobei die Summe aller ¢ gleich s’ ist. Es gibt O(By)
viele Moglichkeiten s’ als Summe von natiirlichen Zahlen darzustellen, dabei ist By die
s'-te Bellsche Zahl. Der Vektor ¢ enthélt natiirliche Zahlen, deren Summe gleich c ist,
also gibt es fiir jedes ¢ insgesamt O(B,) verschiedene solcher Vektoren ¢. Im folgenden
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4 Algorithmen

werden B, und By jeweils durch By nach oben abgeschitzt. Es gilt By € O(s®), so-
mit gibt es O(s - s* - s%) viele verschiedene Kostenmengen. Fiir jede Kostenmenge gilt
|H| < (s+1)-s. Die s-vollstiindige Realisierungstabelle fiir H kann in O(s-p;-s-s%-n-m)
Zeit gefunden werden, da fiir jedes der maximal s Kostenpaare in H fiir jeden Pattern-
vektortyp maximal s Zeilenblocke und fiir jeden Zeilenblock maximal s? viele zueinander
passende Eingabezeilentypen gefunden werden miissen. Die Grofle jeder s-vollstdandige
Realisierungstabelle liegt in O(s - p; - s - s2), denn fiir jedes der maximal s Kosten-
paare werden, fiir jeden der p; Patternvektoren, maximal s viele Zeilenblocke mit je-
weils maximal s? vielen Eingabezeilentypen gesammelt. Fiir jedes der maximal s vie-
len Kostenpaare muss eine Realisierung aus der s-vollstdndigen Realisierungstabelle ge-
funden werden. Somit gibt es O((s - p; - s - s?)*) in Frage kommende Realisierungen,
die alle auf Konfliktfreiheit tiberpriift werden. Die Gesamtlaufzeit ergibt sich somit als
O((5-5°-5°)-(s-pr-5-52-n-m)-((s-p;-5-5°)°)), vereinfacht also O(s5+5 . pST1.m . p).
Somit kann die Instanz in FPT-Zeit entschieden werden. O

Die Laufzeit des hier vorgestellten Algorithmus ist jenseits von praktikablen Anwen-
dungen. Auflerdem ist der Parameter s in der Regel nicht klein. Es handelt sich also
vorrangig um ein Klassifizierungsresultat. Die Zugehorigkeit von PATTERN CLUSTERING
zu FPT beziiglich Parameter s und p ist bereits bekannt [9]. Parameter p; ist aber ein
echt stéarkerer Parameter als p. Denn PATTERN CLUSTERING ist NP-schwer bei konstan-
tem p;. Dies folgt aus Korollar [} Allerdings ist PATTERN CLUSTERING beziiglich p in
XP [9]. Der hier gezeigte Algorithmus ist nur korrekt fiir den Spezialfall £ = 1. Diese
Einschrankung ist notwendig, da bei beliebigen k die Eingabezeilentypen mdoglicherweise
auf mehrere Patternvektoren verteilt werden. Die Moglichkeit des Aufteilens von Ein-
gabezeilentypen wire aber mit diesem Ansatz nicht in FPT-Zeit realisierbar. Vor allem
da moglicherweise auch Eingabezeilentypen geteilt werden miissten, welche eigentlich
auf kostenlose Patternvektoren abgebildet werden. Davon kann es sehr viele geben. Ei-
ne Abdeckung aller Moglichkeiten wére nicht durch eine Funktion in (s, p;) beschrankt.
Die Tabelle [£.7] zeigt ein Beispiel bei dem auf das Aufteilen von Eingabezeilentypen
notwendig ist um die optimale Losung zu finden.
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M/

o

pt

M P M
121 (@, O, %) 12«
21213 (4, *, 0) 112
1{3]3 (x, O, 0) 112 %
1123 (%, *, %) 1121 %
11213 * | x| %
11213 k=2 * | x| x

1
1
1
1
*
*

DO DN > [ X | DN DN

I W|W| W x| *

Tabelle 4.7: Abgebildet ist links eine PATTERN CLUSTERING-Instanz mit der Eingabe-
matrix M, die Patternmatrix P und k& = 2. Daneben ist eine Ausgabematrix
M, ohne aufteilen der Eingabezeilentypen, und die optimale Ausgabematrix

!
Mgy zu sehen.
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5 Ausblick

PATTERN CLUSTERING ist ein Problem mit vielen potentiellen Anwendungen. Die wohl
wichtigste Anwendung ist das durch den Benutzer gefithrte Anonymisieren. Dies ermoglicht
das Vermeiden von unerwiinschten Loschungen in der Ausgabematrix. Den vielféltigen
Anwendungen steht die hohe Komplexitidt des Problems gegeniiber. Es wurde mit ei-
ner neuen und einfacheren Reduktion gezeigt, dass das Problem selbst ohne Anony-
mitatsforderung, ohne Kostenschranke und nur zwei Spalten in der Eingabematrix NP-
schwer ist. In dieser Arbeit wurde die parametrisierte Komplexitat untersucht. Fiir den
Spezialfall £ = 1 wurde fixed-parameter-tractability beziiglich dem kombinierten Pa-
rameter (s,p;), Anzahl Loschungen und Anzahl der unterschiedlichen Patternvektoren-
typen gezeigt. Es besteht die Vermutung, dass die Idee des in Abschnitt [4.4] gezeigten
Algorithmus sich modifizieren ldsst, um so fiir den Spezialfall £k = 1 fixed-parameter-
tractability beziiglich des Parameters s alleine nachzuweisen. In einer typischen PATTERN
CLUSTERING-Instanz ist die Anzahl an geldschten Zeichen s meistens nicht klein. Dies
macht s zu einem tendenziell schlechten Parameter. Die Anzahl der Patternvektoren p
wird von dem Benutzer selber gewéhlt und kann so nach Anwendung entsprechend klein
sein. Dies macht p zu einem interessanten Parameter. In dieser Arbeit wurde, fiir den
Spezialfall s = oo, fixed-parameter-tractability beziiglich des Parameters p nachgewiesen.
Es bleibt die offene und interessante Frage, ob PATTERN CLUSTERING fixed-parameter-
tractable beziiglich des Parameters p ist.

Um die Vermutungen iiber die Stédrken und Schwéchen der Parameter zu bestitigen oder
ihnen zu widersprechen, wiirden sich empirische Untersuchungen der Datenlage in Real-
World-Instanzen anbieten. Eine solche Untersuchung kénnte auch bisher unbekannte
Strukturen in den Daten aufzeigen und so zu neuen interessanten Parametern fithren. Fiir
erste experimentelle Versuche wiirde sich der Algorithmus aus Abschnitt [f.2)anbieten. Es
wird vermutet, dass die Average-Case Laufzeit deutlich besser als die angegebene Worst-
Case Laufzeit ist und dieser Algorithmus, bei einer guten Implementierung, Lésungen in
akzeptabler Zeit findet.

Neben dem parametrisierten Ansatz bieten sich andere algorithmische Methoden an,
um PATTERN CLUSTERING zu lésen. Die im Abschnitt und vorgestellten Al-
gorithmen fiir den Parameter p haben jeweils im ersten Schritt eine Permutation der
Patternvektoren geraten. Daher liegt die Vermutung nahe, ein randomisierender Algo-
rithmus koénnte in diesen Féllen eine bessere Laufzeit bieten. Ein weiterer Umstand der
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5 Ausblick

fiir Randomisierung spricht ist die Tatsache, dass es fiir jeden Patternvektor ¢, der von
einer Losung benutzt wird, mindestens k£ Eingabezeilen existieren, die mit ¢ den richtigen
Ausgabezeilentyp erzeugen.

In vielen typischen Anwendungen fiir das Anonymisieren sind die Eingabeinstanzen grof.
Bei einer grofien vorhandenen Datenmenge kann moglicherweise auf die Forderung nach
einer optimalen Losung verzichtet werden. Somit wiirde sich approximierende Algorith-
men anbieten, welche zwar keine optimale Losung garantieren, aber eine polynomielle
Laufzeit haben.

PATTERN CLUSTERING bietet wohl ein weites Feld von Anwendungsmoglichkeiten und
ist somit ein lohnenswertes Forschungsgebiet.
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