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Zusammenfassung

Beim Clustern von Graphen geht es darum, dichte Teilgraphen zu finden, die wenige
Kanten zum Rest des Graphen aufweisen, und diese mit möglichst wenigen Änderun-
gen zu separieren. Diese dichten Teilgraphen werden durch ein konkretes Modell cha-
rakterisiert. Ein solches ist zum Beispiel das P5-frei-Modell, mit welchem wir uns in
dieser Arbeit befassen wollen. Das P5-frei-Modell ist besonders für Graphen mit einer
vermuteten Kern-Peripherie-Struktur geeignet, weil es in P5-freien Graphen einen do-
minierenden Teilgraph in Form einer Clique oder eines P3 sowie weitere zu diesem ad-
jazente Knoten gibt. Das optimale P5-frei-Editierungsproblem ist dasNP-schwere Pro-
blem einen gegebenen Graphen durch Hinzufügen und Löschen einer minimalen Anzahl
an Kanten in einen P5-freien Graphen zu transformieren. Wir werden einen parametri-
sierten Algorithmus vorstellen, der in O(10k · m2) Laufzeit eine optimale Lösung für
das Problem findet. Der Fokus dieser Arbeit liegt darauf, eine möglichst leistungsstarke
Implementierung dieses Algorithmus zu konstruieren. Dazu gehen wir auf Algorithmen
zur Suche von P5s ein und stellen Datenreduktionsregeln sowie untere Schranken für die
minimale Anzahl der Änderungen auf. Anschließend wenden wir den Algorithmus auf
von uns generierten synthetischen Graphen sowie aus wissenschaftlichen Datenbanken
entnommenen Interaktions- und Proteinähnlichkeitsgraphen an und bewerten wie gut
das P5-frei-Modell zu den einzelnen Graphen passt. Wir kommen zu dem Schluss, dass
das P5-frei-Modell für die von uns gewählten Graphen ein gutes Modell ist. Wir konn-
ten zum Beispiel für den Zachary-Karate-Club-Graphen mit 34 Knoten eine optimale
Lösung mit 13 Editierungen berechnen, welche den Graphen in die selben Partitionen
wie einst Zachary aufteilt. Allerdings ist das Finden einer optimalen Lösung deutlich
schwieriger als für viele andere ähnliche Modelle, wie zum Beispiel das Clustergraph-
oder das Co-Graph-Modell.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Graphentheorie ist ein wichtiges Gebiet für die theoretische Informatik. Graphen
erlauben eine universelle Modellierung einer Vielzahl von Anwendungsproblemen aus
den unterschiedlichsten Gebieten, angefangen von der Informatik selbst, über die Biolo-
gie bis hin zu den Sozial- und Wirtschaftswissenschaften [1, 2, 3, 4]. Bei dem Teilgebiet
der Graphmodifikationsprobleme geht es ganz allgemein darum, ein durch einen Graph
modelliertes System mit möglichst wenig Aufwand in einen gewünschten Zielzustand
zu überführen. Ein typisches Graphmodifikationsproblem ist das Clustern von Graphen.
Dabei geht es darum dichte Teilgraphen zu finden, die wenige Kanten zum Rest des Gra-
phen aufweisen und diese mit möglichst wenigen Änderungen zu separieren [5]. Diese
dichten Teilgraphen werden oft als Cluster bezeichnet und mit einem konkreten Mo-
dell charakterisiert. Am bekanntesten hierfür ist das Cliquen-Modell [6], welches Teil-
graphen spezifiziert, bei denen alle Knoten zueinander adjazent sind, sogenannte Cli-

quen. Das Clustern nach diesem Modell ergibt einen sogenannten Clustergraph, dessen
Zusammenhangskomponenten allesamt Cliquen sind. Beim Clustern werden die Kno-
ten des Graphen gruppiert, weshalb Clustern Ähnlichkeit zum unüberwachten Lernen
bei der automatisierten Mustererkennung hat [7].

In dieser Arbeit werden wir uns mit dem P5-frei-Modell beschäftigen und speziell
mit dem Problem in ungerichteten und ungewichteten Graphen alle induzierten P5s auf-
zulösen, indem wir eine minimale Anzahl an Kanten hinzufügen und löschen. Ein P5

ist hierbei ein zu Abbildung 1.1 isomorpher Graph. Wir bezeichnen dieses Problem als
optimales P5-frei-Editierungsproblem.

v1 v2 v3 v4 v5

Abbildung 1.1: Ein P5

1
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Abbildung 1.2: Zachary-Karate-Club-Graph: Die Färbung der Knoten repräsentiert die
Clubzugehörigkeit des Mitglieds nach der Trennung.

Als erstes Beispiel schauen wir uns den berühmten Zachary-Karate-Club-Graph in
Abbildung 1.2 an [8, S. 71]. Die Knoten stellen die Mitglieder eines Karate-Clubs dar
und die Kanten repräsentieren die Freundschaften zwischen ihnen. Zachary analysierte
diesen Graphen und stellte unter anderem fest, dass die Mitglieder des Clubs sich grob
in zwei Gruppen einteilen ließen, was den Mitgliedern selbst nicht bewusst war. Die eine
Gruppe versammelte sich um den Trainer (Knoten 1) und die andere um den Präsiden-
ten (Knoten 34). Außerdem gab es einige Mitglieder, die mit beiden Gruppen befreundet
waren. Zachary versuchte mit Hilfe eines minimalen Schnittes zu entscheiden zu wel-
chem Lager diese Mitglieder eher gehörten. Von diesen theoretischen Überlegungen
unbeeinflusst kam es zum Streit zwischen dem Trainer und dem Präsidenten, welcher
letztendlich zur Aufspaltung des Clubs und seiner Mitglieder führte. Die Färbung des
Graphen repräsentiert die Clubzugehörigkeit der Mitglieder nach der Trennung. Dabei
stellte sich heraus, dass der Club sich nahezu genau in die beiden Gruppen aufteilte, die
Zacharys Modell zuvor bestimmt hatte. (Die einzige Ausnahme ist Knoten 9, welcher
nach dem Modell des minimalen Schnittes zur Gruppe des Präsidenten (Knoten 34) ge-
hört.) Wir werden das optimale P5-frei-Editierungsproblem für den Karate-Club-Graph
lösen und mit der Lösung das P5-frei-Modell mit dem Modell des minimalen Schnittes
sowie dem tatsächlich eingetretenen Ausgang vergleichen.

Eine weitere konkrete Anwendung für das optimale P5-frei-Editierungsproblem liegt
in der Analyse von Proteininteraktionsnetzwerken. Bei diesen entspricht eine Kante
zwischen zwei Knoten der Interaktion zwischen zwei Proteinen. Gesucht sind so ge-
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nante Komplexe. Das Kern-Peripherie-Modell nimmt an, dass diese in einem ungestör-
ten Netzwerk in Form von separaten Kern-Peripherie-Strukturen vorliegen. Diese be-
stehen jeweils aus einem Kern, einem dichten Teilgraphen des Netzwerkes, und einer
Peripherie, welche weitere Proteine umfasst, die mit dem Kern interagieren. Um sol-
che Strukturen in einem gestörten Graphen wiederherzustellen, wurde unter anderem
das Split-Cluster-Graph-Modell vorgeschlagen [9]. Alle Zusammenhangskomponenten
eines Split-Cluster-Graphen sind sogenannte Split-Graphen, dass heißt sie können in
zwei Teilmengen V1, V2 aufgeteilt werden, sodass alle Knoten in V1 zueinander adja-
zent sind und alle Knoten in V2 paarweise nicht adjazent sind. Die Menge V1 stellt
dann den Kern dar und die Menge V2 enthält die Knoten der Peripherie. Split-Cluster-
Graphen können durch eine Menge von verbotenen Teilgraphen charakterisiert werden,
diese enthält unter anderem einen P5. Wir schlagen stattdessen vor, dass optimale P5-
frei-Editierungsproblem für das Netzwerk zu lösen. Dieser Ansatz ist weniger restriktiv,
da er sich mit weniger verbotenen Teilgraphen charakterisieren lässt und daher üblicher-
weise weniger Editierungen benötigt. Wir werden versuchen, die selben Proteininterak-
tionsnetzwerke wie in [9] zu lösen und die Ergebnisse zu vergleichen.

Das Problem, eine minimale Anzahl an Modifikationen zu finden, um einen Graph
zu einem P5-freien Graph beziehungsweise zu einem Split-Cluster-Graph zu transfor-
mieren, istNP-schwer [9]1. Letzteres hat eine Laufzeit von O(10k · (n+m)) [9]; hier-
bei ist k die Anzahl der benötigten Änderungen, n die Anzahl der Knoten des Graphen
und m die Anzahl der Kanten. Für das optimale P5-frei-Editierungsproblem werden
wir einen Algorithmus mit einer Laufzeit von O(10k · m2) vorstellen. Die verwandten
Probleme P3-freie beziehungsweise P4-freie Graphen zu erzeugen sind ebenfalls NP-
schwer und bereits ausführlich untersucht worden [10, 11, 12]. In der Literatur werden
P3-freie Graphen häufig als Clustergraphen und P4-freie Graphen als Co-Graphen be-
zeichnet. Um Graphen entsprechend zu editieren wurden Algorithmen mit Laufzeiten
von O(1.62k +m+n) für P3-frei [13] und O(4.612k +n4.5) für P4-frei [14] vorgestellt.
Ein weiteres ähnliches NP-vollständiges Problem ist das Minimum-Flip-Consensus-
Tree-Problem [15], bei welchem nur bestimmte P5s aufgelöst werden müssen. Für die-
ses Problem konnte ein Algorithmus mit O(4.83k) Laufzeit aufgestellt werden [16]. Wir
gehen in dieser Arbeit speziell auf P5-freie Graphen ein, aber viele der vorgestellten An-
sätze können für beliebige Pl mit l > 2 eingesetzt werden.

1Die NP-Schwere für die optimale P5-frei-Editierung folgt implizit aus der Herleitung für die NP-
Schwere der optimalen Split-Cluster-Graph-Editierung. Die zitierte Arbeit enthält jedoch kein eigenstän-
diges Theorem dazu.
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Es stellt sich die Frage, ob es überhaupt notwendig ist ein solch schweres Problem
optimal zu lösen oder ob eine angenäherte Lösung nicht ausreichend ist. Zum einen gibt
es kein bekanntes approximatives Lösungsverfahren und zum anderen ist eine optimale
Lösung notwendig, um beurteilen zu können, ob P5-freie Graphen ein gutes Modell für
die angesprochenen Graphen darstellen.

Abschließend ist es noch erwähnenswert, dass auf P5-freien Graphen einige wichtige
NP-vollständige Probleme in polynomieller Zeit gelöst werden können. Dazu zählen
das Independent-Set-Problem [17] sowie das k-Knotenfärbungsproblem [18].

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es für das optimale P5-frei-Editierungsproblem eine
möglichst leistungsstarke Implementierung zu entwickeln. Dafür werden wir verschie-
dene klassische Lösungs- und Optimierungskonzepte betrachten, umsetzen und deren
Leistung anhand von selbst generierten und wissenschaftlichen Datenbanken entnom-
men Testgraphen vergleichen. Wir werden zunächst das Problem in Abschnitt 1.2 formal
beschreiben und anschließend in Abschnitt 1.3 auf parametrisierte Algorithmen einge-
hen, welche die Grundlage für unseren Lösungsalgorithmus bilden. Danach gehen wir
näher auf die Graphen ein, welche wir für unsere Leistungstest ausgewählt haben. Eine
wichtige Teilaufgabe stellt die Konstruktion von Algorithmen zur Suche nach P5s in
einem Graphen dar, worauf wir ausführlich in Kapitel 2 eingehen werden. In Kapitel 3
werden wir weitere Verbesserungsansätze vorstellen, unter anderem sind dies Datenre-
duktionsregeln und untere Schranken. Am Schluss von Kapitel 3 werden wir die Ergeb-
nisse unserer Laufzeittests vorstellen, diskutieren und insbesondere darauf eingehen, ob
P5-freie Graphen ein gutes Modell für den Karate-Club-Graph und die Proteininterakti-
onsnetzwerke sind.

1.1 Notation und Definitionen

Im Folgenden sei G := (V,E) ein ungerichteten Graph, wobei V die Menge der Kno-

ten und E ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V ∧ u 6= v} die Menge der Kanten von G ist. Im
Allgemeinen meint n := |V | die Anzahl an Knoten und m := |E| die Anzahl Kanten
in G. Die Nachbarschaft N(v) := {u | {u, v} ∈ E} bezeichnet die Menge aller Kno-
ten, die zu Knoten v adjazent sind. Ein Pfad (v1, . . . , vk) ist eine geordnete Menge von
Knoten aus G wobei gilt, dass zwei aufeinander folgende Knoten des Pfades im Gra-
phen G benachbart sind. Ein Pfad in dem jeder Knoten einmalig ist nennen wir einen
Weg. Die Länge eines Pfades beziehungsweise eines Weges ist definiert als die Anzahl
seiner Knoten. Ein durch eine Menge S induzierter Teilgraph von G ist definiert als
G[S] := (S, {{u, v} ∈ E | u, v ∈ S}). Wir verwenden die selbe Notation analog, für
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einen durch eine geordnete Menge induzierten Teilgraph, wobei die Ordnung keinerlei
Relevanz für das Ergebnis hat. Damit definieren wir einen Pl := G[w] für einen Weg
w := (v1, . . . , vl) mit ∀i ∈ [1, l].@j ∈ [1, l]\{i − 1, i + 1} : E(vi, vj). Eine Menge
von paarweise adjazent Knoten nennen wir eine Clique. Eine Clique ist P3-frei und ins-
besondere auch P5-frei. Graphen deren Zusammenhangkomponenten alle Cliquen sind,
nennen wir Clustergraphen. Der Abstand zweier Knoten in einem Graphen ist die Län-
ge des kürzesten Pfades, welcher beide Knoten enthält, minus eins. Der Abstand ist also
über die Anzahl der Kanten definiert. Die Exzentrizität eines Knoten ist der maximale
Abstand zu einem anderen Knoten des Graphen. Das Maximum aller Exzentrizitäten be-
zeichnen wir als den Durchmesser. Des Weiteren definieren wir den maximalen Durch-

messer auf unzusammenhängenden Graphen als den größten Durchmesser der einzelnen
Zusammenhangskomponenten.

1.2 Das P5-frei-Editierungsproblem

Bevor wir das P5-frei-Editierungsproblem formal definieren, schauen wir uns zunächst
erst einmal an, was es für einen Graphen überhaupt bedeutet P5-frei zu sein.

Definition 1.1. Ein Graph ist P5-frei genau dann, wenn er keinen P5 als induzierten

Teilgraph enthält.

Alle P5-freien Graphen erfüllen die folgende Eigenschaft.

Lemma 1.1 ([19]). Ein zusammenhängender P5-freier Graph enthält entweder eine do-

minierende Clique oder einen dominierenden P3.

Die Umkehrung des Lemmas gilt nicht, weil ein P5 selbst bereits einen dominieren-
den P3 enthält. P5-freie Graphen lassen sich außerdem wie folgt charakterisieren.

Lemma 1.2 ([19]). Ein zusammenhängender Graph G ist P5-frei genau dann, wenn

jeder zusammenhängende, induzierte Teilgraph H ⊆ G eine dominierende Clique oder

einen dominierenden C5 enthält.

Wir führen nun das P5-frei-Editierungsproblem ein.

Problem 1. P5-FREI-EDITIERUNGSPROBLEM

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G und eine natürliche Zahl k.

Frage: Ist es möglich den Graph G durch Löschen und Hinzufügen von höchstens k

Kanten in einen P5-freien Graph zu transformieren?
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Das Tupel (G, k) ist eine Instanz des P5-frei-Editierungsproblems. Das Verhältnis

zweier Knoten u, v kann entweder eine Kante oder eine Nicht-Kante sein, je nach dem
ob {u, v} ∈ E ist oder nicht. Wenn wir im Folgenden vom Invertieren des Verhältnisses
zweier Knoten sprechen meinen wir, dass in einem Graphen eine Kante zu einer Nicht-
Kante wird oder umgekehrt.

Definition 1.2. Für einen Graphen G und eine Menge M von Knotenpaaren definieren

wir den Graphen G M M :=
(
V, (E \M) ∪ (M \ E)

)
.

Mit Hilfe dieser Definition bestimmen wir nun was es für eine Menge von Knoten-
paaren bedeutet eine Lösung für das P5-frei-Editierungsproblem zu sein.

Definition 1.3. Eine Menge L von Knotenpaaren ist eine Lösung für das P5-frei-

Editierungsproblem (G, k), wenn der Graph G M L ein P5-freier Graph ist und L

höchstens k viele Elemente enthält.

Wenn wir im Folgenden davon sprechen, dass L eine Lösung für Graph G ist, dann
meinen wir damit, dass L eine Lösung für alle P5-frei-Editierungsprobleme (G, l′) ist,
wobei l′ ≥ |L|. Die Elemente einer Lösung nennen wir Editierungen. Unser Ziel ist es
die kleinste Lösung für ein P5-frei-Editierungsproblem eines Graphen zu finden. Wir
definieren eine solche Lösung wie folgt.

Definition 1.4. Eine Lösung L für Graph G ist genau dann optimal, wenn es für G keine

weitere Lösung L′ mit |L′| < |L| gibt.

Im nächsten Abschnitt werden wir uns mit parametrisierten Algorithmen beschäfti-
gen, welche die Grundlage für die Suche nach einer optimalen Lösung sein werden.

1.3 Parametrisierte Algorithmen

Parametrisierte Algorithmen wurden bereits erfolgreich für viele ähnliche Graph-
modifikationsprobleme, aber insbesondere auch für das Cluster- und Co-Graph-
Editierungsproblem [10, 14] sowie das Minimum-Flip-Consensus-Tree-Problem [15,
16] eingesetzt. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, wie sich das P5-frei-
Editierungsproblem mit Hilfe von parametrisierten Algorithmen entscheiden lässt.

Um eine optimale Lösung für einen Graphen G mit Hilfe parametrisierter Algorith-
men zu finden, müssen wir einen Lösungsalgorithmus konstruieren der in f(k) ·poly(n)

Zeit das P5-frei-Editierungsproblem (G, k) entscheidet. Dabei ist f eine beliebige bere-
chenbare Funktion, welche nur von k abhängt. Für ein festes k ergibt sich eine polyno-
mielle Laufzeit für den Algorithmus.
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Wir können einen einfachen Suchbaum verwenden, um in f(k) · poly(n) Zeit das
P5-frei-Editierungsproblem (G, k) zu entscheiden. Wir beobachten, dass wir um einen
P5 aufzulösen entweder eine der vier vorhandenen Kanten löschen oder eine der sechs
möglichen Kanten einfügen müssen. Der Suchbaum wählt dann einen beliebigen P5 des
Graphen, führt eine der zehn Editierungen l aus und entscheidet dann rekursiv das P5-
frei-Editierungsproblem (G M {l}, k − 1). Falls nach k Editierungen der Graph nicht
P5-frei ist, dann müssen die letzten Änderungen rückgängig gemacht und eine der ande-
ren Möglichkeiten getestet werden, bis der Suchbaum vollständig erschöpft ist oder wir
einen P5-freien Graph erzeugt haben. In letzterem Falle können alle durchgeführten Mo-
difikationen beim Wiederaufstieg zusammengesammelt und so eine Lösung für (G, k)

zurückgegeben werden. Für alle k Schichten des Suchbaumes müssen im schlechtesten
Falle jeweils alle zehn Editierungen getestet werden, woraus sich ein Verzweigungsgrad
von zehn und eine Laufzeit von O(10k) für f(k) ergeben. Die Laufzeit von poly(n)

hängt davon ab wie schnell der nächste aufzulösende P5 gefunden werden kann. Da-
für können Algorithmen mit polynomieller Laufzeit konstruiert werden, worauf wir in
Kapitel 2 genauer eingehen werden.

Die beiden Teilfunktionen f(k) und poly(n) bieten zwei Ansatzpunkte für die Lauf-
zeitoptimierung. Erstens werden wir in Kapitel 2 mit verschiedenen Methoden experi-
mentieren, um die Zeit zum Finden des nächsten P5 zu minimieren und zweitens werden
wir versuchen den hohen Verzweigungsgrad des Suchbaumes zu verringern.

1.4 Testgraphen

Um die Leistungsfähigkeit unserer Algorithmen zu vergleichen benötigen wir verschie-
denartige Testgraphen, welche wir im Folgenden vorstellen werden. Dabei unterschei-
den wir zwischen Graphen, die wir aus verschiedenen wissenschaftlichen Datenbanken
entnommen haben und extra für unsere Tests generierten Graphen, die wir im Folgenden
als synthetische Graphen bezeichnen.

1.4.1 Synthetische Graphen

Gilbertgraphen G(n, p) sind Graphen, bei denen unabhängig voneinander mit der selben
Wahrscheinlichkeit p zwischen zwei Knoten eine Kante ist [20]. Als Parameter haben
wir eine Knotenanzahl n von 10 bis 200 Knoten mit jeweils 19%, 36% und 51% Kan-



1.4. TESTGRAPHEN 8

tenwahrscheinlichkeit zwischen zwei Knoten gewählt 2. Von jeder Kombination wurden
10 Instanzen erstellt.

Die Gilbertgraphen spiegeln allerdings nicht die zu erwartenden Struktur der An-
wendungsdaten wieder. Um derartig strukturierte Daten zu simulieren, benutzen wir
eine Klasse von Graphen, die wir im Folgenden als synthetische Clustergraphen be-
zeichnen. Für ihre Konstruktion erzeugen wir zunächst zufällige Clustergraphen. Um
Messfehler zu simulieren, invertieren wir dann für zufällig ausgewählte Knotenpaare
das Nachbarschaftsverhältnis. Als Parameter haben wir eine Knotenanzahl von 10 bis
200 Knoten, welche zufällig auf b

√
nc viele Cliquen verteilt werden. Die Anzahl der

invertierten Verhältnisse beträgt jeweils 2%, 5%, 10% oder 20% der maximalen Kan-
tenanzahl

(
n
2

)
, auf ganze Zahlen abgerundet. Von jeder Kombination wurden wieder

10 Instanzen erstellt. Bei den synthetischen Clustergraphen lässt sich die Größe einer
optimalen Lösung mit der Anzahl der eingebauten Kantenfehler als obere Grenze ab-
schätzen. Dies folgt daraus, dass wir einen P3-freien Clustergraphen erhalten, wenn wir
genau diese Kanten beziehungsweise Nicht-Kanten wiederherstellen.

Speziell für die Tests der P5-Suchalgorithmen führen wir außerdem die Klasse der
synthetischen P5-freien Graphen ein. Wir konstruieren für jede Knotenanzahl n zwi-
schen 10 und 200 einen Graphen, wie für n = 50 in Abbildung 1.3 dargestellt. Zunächst
erstellen wir aus der Hälfte der Knoten eine Clique, die wir Kernclique nennen. Die
restlichen Knoten verteilen wir gleichmäßig auf b

√
n/2 + 1c viele weitere Cliquen,

die Peripheriecliquen. Danach verbinden wir jede Peripherieclique mit einer zufällig
ausgewählten Menge an Knoten aus der Kernclique, sodass diese Teilmenge und die
Peripherieclique zusammen wiederum eine Clique bilden. Die Anzahl der zufällig aus-
gewählten Kernknoten liegt dabei uniform verteilt zwischen eins und der Anzahl der
Peripheriecliquen. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 1.3. Die synthetischen P5-freien Graphen enthalten keinen induzierten P5.

Beweis. Sei K die Menge der Knoten aus der Kernclique und sei P := {P1, . . . , Pi}
die Menge der Mengen der jeweiligen Peripheriecliquenknoten. Aufgrund der Art und
Weise ihrer Konstruktion sind die Peripheriecliquen knotendisjunkt. Außerdem sind je
zwei Knoten aus zwei verschiedenen Peripheriecliquen nicht adjazent. Falls ein Knoten
aus K zu einem Knoten aus einer der Peripheriecliquen adjazent ist, dann ist er zu allen
anderen Knoten dieser Peripherieclique ebenfalls adjazent. Umgekehrt gilt, dass falls
ein Knoten aus Pj zu einem Knoten k1 ∈ K adjazent ist, dann sind alle Knoten aus Pj

adjazent zu k1.
2Die ungewöhnliche Wahl des Parameters p ist auf einen Fehler bei der Generierung der Graphen,

aufgrund einer unzureichenden Dokumentation, zurückzuführen.
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Angenommen es gibt einen P5 dessen Endpunkt v1 ∈ K ist. Falls v2 Teil einer
Peripherieclique Pj ist, dann gibt es keinen v3 der nicht adjazent zu v1 ist. Falls v2 ∈ K,
dann muss v3 Teil einer Peripherieclique sein. Dann gibt es jedoch keinen Knoten v4

mehr der nicht zu v2 adjazent ist.
Angenommen v1 ist ein Knoten einer Peripherieclique. Falls v2 Teil der selben Peri-

pherieclique ist, dann gibt es keinen v3 der nicht zu v1 adjazent ist. Falls v2 ∈ K und v3

teil einer Peripherieclique ist, dann gibt es keinen v4 der nicht zu v2 adjazent ist. Falls
v2 ∈ K und v3 ∈ K, dann muss v4 Teil einer Peripherieclique sein. Dann gibt es jedoch
keinen Knoten v5 der nicht zu v3 adjazent ist.

Damit ist erschöpfend gezeigt, dass es keinen P5 in einem synthetischen P5-freien
Graph geben kann.

Abbildung 1.3: Beispiel für einen synthetischen P5-freien Graph mit 50 Knoten

1.4.2 Reale Anwendungsgraphen

Für unsere Versuche haben wir repräsentativ jeweils drei Graphen aus den Sozialwis-
senschaften [21] sowie der Biologie [22] ausgewählt. Es handelt sich bei den Graphen
um sogenannte Interaktionsnetzwerke. Bei den sozialwissenschaftlichen Graphen ent-
spricht eine Kante zwischen zwei Knoten einer Interaktion zwischen zwei Individuen
oder Gruppen und bei den biologischen Daten bedeutet eine Kante, dass zwei Proteine
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miteinander interagieren. Wir nennen diese Graphen im Folgenden die Interaktionsgra-

phen. Die Tabelle 1.1 enthält einen Überblick der Grapheneigenschaften.

Graph n max. Grad Dichte max. Ø max. Radius # P5s
Hochlandstämme 16 10 0,48 3 2 323
Karate-Club-Graph 34 17 0,28 5 3 1.583
Jazzmusiker 198 100 0,14 4 4 6.238.440
translation 188 75 0,13 8 4 1.112.733
cell-cycle 196 64 0,04 6 4 268.558
transcription 215 39 0,03 9 5 187.183

Tabelle 1.1: Überblick über die Eigenschaften der Interaktionsgraphen, max. Ø ist der
maximale Durchmesser des Graphen.

Zuletzt betrachten wir noch die Menge der Proteinähnlichkeitsgraphen [23, 24].
Diese Graphen stammen aus der COG (clusters of orthologous groups of proteins) Da-
tenbank und beschreiben die Ähnlichkeit zwischen Proteinen, welche auf 21 verschiede-
nen Genomen verschiedenartiger Bakterien kodiert sind. Die Ähnlichkeit zweier Prote-
ine wird als rationaler Wert angegeben, wobei ein positiver Werte für einen hohen Grad
an Ähnlichkeit steht. Da unser Modell allerdings für ungewichtete Graphen konzipiert
ist, wurden die Daten so uminterpretiert, dass alle positiven Werte als Kanten und alle
negativen als Nicht-Kanten modelliert werden. Ähnliche Proteine bilden daher Cliquen,
weswegen die Struktur der Proteinähnlichkeitsgraphen denen der synthetischen Clus-
tergraphen ähnelt. Wir verwerfen alle Graphen mit weniger als fünf und mehr als 235
Knoten, um grob etwa die selbe maximale Knotenanzahl wie die anderen Graphklassen
zu erhalten. Insgesamt enthält die Menge der Proteinähnlichkeitsgraphen damit 3073
Graphen.

1.4.3 Vergleich der Eigenschaften der Testgraphen

Da die Laufzeit der Algorithmen stark von den Eigenschaften der Graphen abhängig sein
wird, werden wir diese im Folgenden kurz diskutieren. Des Weiteren lohnt es sich die
Eigenschaften der synthetischen und realen Anwendungsgraphen zu vergleichen, um zu
überprüfen, ob die gewählten Parameter angemessen sind. Dazu werden wir die Dichte,
den maximalen Durchmesser sowie die Anzahl der enthaltenen P5s jeweils innerhalb
der Graphklassen als auch untereinander vergleichen.

In Abbildung 1.4 zeigt sich, dass die Proteinähnlichkeitsgraphen im Bereich von
1 bis 100 Knoten die höchste Dichte aufweisen. Allerdings streut die Dichte mit zu-
nehmender Knotenanzahl immer stärker mit Tendenz zu einem niedrigeren bis gar zum
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Abbildung 1.4: Durchschnittliche Dichte
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Abbildung 1.5: Durchschnittlichen Dich-
te in Abhängigkeit der Knotenanzahl für
alle Parameter p der synthetischen Clus-
tergraphen

niedrigsten Bereich aller Graphklassen. Die konstante durchschnittlich Dichte der Gil-
bertgraphen ist aufgrund der Art und Weise ihrer Generierung zu erwarten gewesen, da
ihre durchschnittliche Dichte gleich dem verwendeten Parameter p ist. In Abbildung 1.5
ist die Dichte der synthetischen Clustergraphen in Abhängigkeit des Parameters p dar-
gestellt. Es zeigt sich, dass die Graphen eine umso höhere durchschnittliche Dichte auf-
weisen, desto mehr zufällige Knotenverhältnisse invertiert wurden. Dies lässt sich darauf
zurückführen, dass es in Graphen mit einer Dichte von unter 50% wahrscheinlicher ist
zufällig eine neue Kante einzufügen als eine bereits existierende zu löschen. Zusam-
menfassend lässt sich festhalten, dass die Dichte der Graphen durchweg relativ gering
ist, wie für Graphen aus realen Anwendungen üblich ist und auf eine gute Wahl der
Parameter für die synthetischen Graphen hindeutet. Die geringe Dichte sollte bei der
Konstruktion der Algorithmen beachtet werden.

Auffällig ist außerdem der mit steigender Knotenanzahl tendenziell steigende durch-
schnittliche Durchmesser bei den realen Anwendungsdaten, im Gegensatz zu dem leicht
sinkenden und konvergierenden Kurven für die synthetischen Graphen (Abbildung 1.6).
Der Durchmesser der Gilbertgraphen in Abhängigkeit der Knotenanzahl konvergiert da-
bei in Abhängigkeit vom gewählten Parameter p. Für p = 36% und p = 51% konvergiert
der Durchmesser im Bereich von 50 bis 100 Knoten gegen zwei und für p = 19% ge-
gen drei. Die Kurve des durchschnittlichen maximalen Durchmessers der synthetischen
Clustergraphen in Abhängigkeit der Knotenanzahl zeigt ebenfalls ein konvergierendes
Verhalten, wie in Abbildung 1.7 zu sehen.
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Abbildung 1.7: Durchschnittlicher maxi-
maler Durchmesser in Abhängigkeit der
Knotenanzahl für alle Parameter p der
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Abbildung 1.8: Vergleich der durch-
schnittlichen Anzahl an P5s in Abhängig-
keit der Knotenanzahl der Gilbertgraphen
für verschiedene Parameter p

0 50 100 150 200
Knotenanzahl

0

0.2 ·108

0.4 ·108

0.6 ·108

0.8 ·108

1.0 ·108

1.2 ·108

A
n
za

h
l 
P

5
s

Anzahl P5 s der synthetischen Clustergraphen

Synthetische Clustergraphen (p=20%)
Synthetische Clustergraphen (p=10%)
Synthetische Clustergraphen (p=5%)
Synthetische Clustergraphen (p=2%)

Abbildung 1.9: Vergleich der durch-
schnittlichen Anzahl an P5s in Abhängig-
keit der Knotenanzahl der synthetischen
Clustergraphen für verschiedene Parame-
ter p

Die Eigenschaften der synthetischen Graphen liegen im Durchschnitt der realen An-
wendungsgraphen. Allerdings folgen sie nicht immer deren Tendenzen. Der größte Un-
terschied liegt in der Anzahl der enthaltenen P5s ab in etwa 100 Knoten. Während die
synthetischen Clustergraphen mit p = 2% beziehungsweise p = 5% im Durchschnitt
der realen Anwendungsgraphen liegen, lässt sich für p = 10% ein deutlich erhöhtes P5-
Vorkommen erkennen, welches auf dem selben Niveau wie die komplett zufälligen Gil-
bertgraphen mit 19% Kantenwahrscheinlichkeit liegt. Die Anzahl der enthaltenen P5s
der synthetischen Clustergraphen mit p = 20% liegen in etwa in der selben Größenord-
nung wie die der Gilbertgraphen mit p = 36%, beziehungsweise p = 51% und zeigen
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Abbildung 1.10: Übersicht aller Graphklassen über die durchschnittliche Anzahl der
enthaltenen P5s in Abhängigkeit der Knotenanzahl.

ein deutlich anderes Verhalten als die Anwendungsgraphen. Interessant ist, dass die Gil-
bertgraphen mit p = 51% weniger P5s enthalten als die Gilbertgraphen mit p = 36%.

Wir verstehen die Anzahl der P5s als Indiz für die Ähnlichkeit zu einem P5-freien
Graphen. Daher erwarten wir, dass sich Graphen desto schneller lösen lassen, je weniger
P5s sie enthalten. Daraus folgern wir, dass die Interaktions- und Proteinähnlichkeitsgra-
phen zusammen mit den die synthetischen Clustergraphen mit p = 2% am leichtesten
zu lösen sein werden und das P5-frei Modell entsprechend gut zu ihnen passt. Danach
folgen mit einigem Abstand die synthetischen Clustergraphen mit p = 5% und die Gil-
bertgraphen mit p = 19%. Die letzten drei Graphklassen folgen in einem weiteren,
größeren Abstand.

1.5 Implementierungsdetails

Die grundlegende Datenstruktur zur Repräsentation der Graphen wird ebenfalls ent-
scheidende Auswirkungen auf die Laufzeit der verschiedenen Algorithmen haben. Prin-
zipiell gibt es zwei verschiedene, gängige Ansätze mit jeweils gegenläufigen Vor- und
Nachteilen. Für unser Problem eines ungerichteten und ungewichteten Graphen bietet es
sich an die Daten entweder in Form einer Adjazenzmatrix oder in Form von Adjazenz-
listen zu speichern. Erstere speichert für jedes Knotenpaar, ob dieses adjazent ist und
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hat den Vorteil von schnellen Zugriffs- und Berechnungszeiten, um auf einzelne Kan-
ten zuzugreifen. Bei lichten Graphen enthält die Matrix allerdings viele Leerstellen für
die Nicht-Kanten. Dies können wir mit Adjazenzlisten vermeiden, weil wir bei diesem
Ansatz für jeden Knoten eine Liste mit allen adjazenten Knoten speichern. Dies erlaubt
direkt auf die Nachbarschaft eines Knoten zuzugreifen, welches für unsere Algorithmen
eine entscheidende Rolle spielt. Allerdings ist es umständlicher direkt auf eine spezi-
fische Kante zuzugreifen, da diese in der Liste der benachbarten Knoten erst gesucht
werden muss.

Wir haben uns dazu entschieden den Graphen in Form von Adjazenzlisten zu spei-
chern, da sich diese für viele bekannte Algorithmen als effizienter erweisen und auch
für die Suche nach P5 vermutlich besser geeignet sind, um die durchschnittlich geringe
Dichte auszunutzen.

Unsere in Python implementierte Datenstruktur nutzt allerdings zu Gunsten einer hö-
heren Flexibilität eine hinsichtlich der Worst-Case-Laufzeit nicht optimale Hash-Tabelle
(Python Dictionary), welche die Knotennamen auf die Menge der adjazenten Knoten
(Python Set) abbildet. Davon unbeeinflusst werden wir in den folgenden Laufzeitbe-
trachtungen die theoretisch besten Laufzeitschranken für Adjazenzlisten verwenden.

Die Testmaschine besitzt einen vierkernigen Intel 4790k Prozessor mit einer Taktra-
te von 4.0 GHz und 8 MB Cache sowie 8 GB Hauptspeicher. Das Betriebssystem ist
Windows 7 Service Pack 1. Sämtlicher Code wurde in Python geschrieben und mit der
Python Version 2.7.8 interpretiert.



Kapitel 2

Algorithmen zum Finden von P5s

Wie bereits im Abschnitt über parametrisierte Algorithmen 1.3 beschrieben ist das Fin-
den der P5s ein fundamentaler Schritt. Da wir tendenziell eher mit lichten Graphen
konfrontiert werden, sollten die Algorithmen versuchen dies auszunutzen. Wir werden
im Folgenden drei verschiedene Varianten zum Finden der P5s betrachten:

1. Algorithmen um einen P5 zu finden.

2. Algorithmen um alle P5s zu finden.

3. Algorithmen zur heuristischen Suche mehrerer, aber nicht notwendigerweise aller
P5s.

2.1 Algorithmen zum Finden eines P5

Zunächst wenden wir uns dem Problem zu, einen beliebigen P5 in einem Graphen zu
finden. Diesen Ansatz können wir bei der Umsetzung des parametrisierten Algorith-
mus verwenden, um nach jedem aufgelösten P5 nach einem weiteren P5 zu suchen. Die
in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmen sind in dem Sinne vollständig, dass sie
jeden P5 in einem beliebigen Graphen finden können.

Der naive Ansatz, alle Knotenmengen der Größe fünf darauf zu testen ein P5 zu
sein, liefert eine erste obere Laufzeitschranke von O(n5), welche wir im Folgenden
verbessern wollen. In den folgenden Laufzeitbetrachtungen gehen wir davon aus, dass
der Graph sowohl als Adjazenzmatrix als auch in Form von Adjazenzlisten vorliegt. Die
so aufgestellten, theoretischen Laufzeiten decken sich mit den erwarteten Laufzeiten
unserer Python-Implementierungen.

15
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2.1.1 Endpunktsuche

Bei der Endpunktsuche betrachten wir jeden Knoten v1 als potentiellen Grad-1-Knoten
eines P5. Wir versuchen von v1 aus einen P5 zu finden, indem wir schrittweise einen
Weg aufbauen. Dazu verzweigen wir von v1 auf alle seine Nachbarn N(v1). Wir testen
für jeden Knoten v2 aus N(v1), ob der Weg (v1, v2) zu einem P5 erweitert werden kann.
Dafür verzweigen wir nun auf alle Nachbarn des letzten Knotens des Weges u, welche
zu keinem Knoten des Weges außer u selbst adjazent sind und fügen sie dem Weg hin-
zu. Dies wiederholen wir solange bis wir entweder einen Weg der Länge fünf erreicht
haben und somit erfolgreich einen P5 gefunden haben, oder keine Verzweigung einen
P5 ergeben hat.

Algorithmus 1 Endpunktsuche Algorithmus zum Finden eines P5

for all v1 in V do
for all v2 in N(v1) do

for all v3 in N(v2) \ {v1} do
if {v1, v3} 6∈ E then

for all v4 in N(v3) \ {v2} do
if {{v1, v4}, {v2, v4}} ∩ E = ∅ then

for all v5 in N(v4) \ {v3} do
if {{v1, v5}, {v2, v5}, {v3, v5}} ∩ E = ∅ then

return (v1, v2, v3, v4, v5)

Der Algorithmus ist eine Verbesserung des naiven Ansatzes, da wir nun nach jedem
neu hinzugenommen Knoten testen, ob die Kombination noch zu einem P5 führen kann.
Der Aufwand liegt allerdings weiterhin im ungünstigsten Fall in O(n5) Zeit. Da wir
allerdings gezielt über die Nachbarknoten verzweigen, können wir die Laufzeit über
den maximalen Knotengrad ∆ mit O(n ·∆4) genauer abschätzen.

Die Laufzeit lässt sich außerdem auch in Abhängigkeit von der Kantenanzahl
abschätzen. Die beiden äußersten Schleifen iterieren über die Menge der Kanten
{{v1, v2}|v1 ∈ V ∧ v2 ∈ N(v1)}. Dabei wird jede Kante {a, b} des Graphen genau zwei
mal betrachtet, einmal für v1 = a ∧ v2 = b und umgekehrt. Daraus folgt eine Laufzeit
von O(m). Das selbe Argument kann auch auf die dritte und vierte Schleife angewendet
werden, wodurch sich zusammen mit der letzten Schleife über alle Nachbarn von v4 die
Laufzeit des Algorithmus mit O(m2 ·∆) abschätzen lässt.
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2.1.2 Mittelpunktsuche

Bei der Mittelpunktsuche betrachten wir jeden Knoten als potentielle Mitte eines P5 :=

G[(v1, . . . , v5)]. Die zentrale Idee dabei ist zuerst für den Mittelknoten v3 die Menge
D1 := N(v3) der Knoten mit Abstand eins zu v3 sowie die Menge D2 :=

⋃
{N(d1) |

d1 ∈ D1}\ (D1∪{v3}) der Knoten mit Abstand zwei zu v3 zu berechnen. Dadurch wird
der Graph wie in Abbildung 2.1 dargestellt aufgeteilt.

v1 v2 v3 v4 v5

V \ ({v3} ∪D1 ∪D2)

D2

D1

Abbildung 2.1: Bereits abgedeckte Knotenpaare sind grün dargestellt.

Dies kann mit Hilfe einer einfachen, in der Tiefe beschränkten Breitensuche in O(m)

Zeit umgesetzt werden. Danach gilt v1, v5 ∈ D2 und v2, v4 ∈ D1 für alle P5 die v3 als
mittleren Knoten enthalten. Damit lässt sich die P5-Suche auf das Problem reduzieren
zwei Kanten {v1, v2}, {v4, v5} ∈ E zu finden, sodass die Knoten der einen Kante zu den
Knoten der anderen Kante paarweise nicht adjazent sind und v2, v4 ∈ D1 ∧ v1, v5 ∈ D2

gilt, wie in Abbildung 2.2 dargestellt. Man nennt dies auch das 2K2-Problem. Das 2K2-
Problem auf einem Graph G zu lösen ist äquivalent zu der Aufgabe einen Kreis der
Länge vier auf der Invertierung von G zu finden, welches in O(n3,376) Zeit möglich
ist [25]. Daraus folgt für den kompletten Algorithmus eine Laufzeit von O(n4,376).

Wir sehen aus praktischen Gründen jedoch von einer Implementierung dieses Al-
gorithmus ab, da er auf einer ausgeklügelten Matrizenmultiplikation beruht, die erst
bei sehr großen Matrizen vorteilhaft ist. Stattdessen haben wir den in Algorithmus 2
beschriebenen Algorithmus umgesetzt. Die Idee ist den P5 vom Mittelknoten her auf-
zubauen, indem wir zuerst versuchen ein Ende zu finden und dann das andere. Bei der
Auswahl der Knoten werden deren Nachbarknoten jeweils aus den Mengen D1 und D2

entfernt um den Suchraum für die nächsten Knoten weiter einzuschränken. Die Laufzeit
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D2

D1

v1

v2

v5

v4

Abbildung 2.2: Reduktion des Problems auf das Finden eines 2K2

dieser Variante lässt sich mit O(n ·∆4) abschätzen wie in Algorithmus 2 gezeigt wird.
Wir können außerdem eine Laufzeitschranke in Abhängigkeit von m aufstellen, indem
wir der selben Argumentation wie im Abschnitt der Endpunktsuche folgen. Sie liegt bei
O(m2 ·∆) Zeit.

Algorithmus 2 Mittelpunktsuche Algorithmus zum Finden eines P5

for all v3 in V do # O(n)
D1 ← N(v3) # O(∆)
D2 ← Knoten mit Abstand 2 zu v3 # O(m)
for all v2 in D1 do # O(∆)

V1 ← N(v2) ∩D2 # O(n)
markiere(N(v2)) # O(∆)
for all v1 in V1 do # O(∆)

markiere(N(v1)) # O(∆)
for all v4 ← unmarkierter Knoten aus D1 do # O(∆)

v5 ← benachbart mit v4 und unmarkierter aus D2 # O(∆)

Gesamtlaufzeit: O(n ·∆4)

2.1.3 Hoàng-Algorithmus

Im Folgenden stellen wir einen 2013 veröffentlichten Algorithmus vor, welcher mit der
zur Zeit besten Laufzeit von O(m2) entscheidet, ob ein Graph P5-frei ist [25]. Der Algo-
rithmus, ab jetzt nach dem Erstautor Hoàng benannt, besteht aus einer äußeren Schleife,
die über alle Kanten iteriert, und eine Teilroutine (Algorithmus 3) mit der aktuellen
Kante aufruft. Diese testet in O(m) Zeit ob es für zwei benachbarte Knoten v1 und v2

einen P5 := (v1, v2, v3, v4, v5) gibt. Die Gesamtlaufzeit liegt daher bei O(m2). (Es sei
an dieser Stelle angemerkt, dass für jede Kante zwischen Knoten v1 und v2 sowohl die
Kombination (v1, v2), als auch (v2, v1) durch die Teilroutine getestet werden muss, da
ansonsten ein möglicher P5 := (v2, v1, v3, v4, v5) nicht gefunden wird.)
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Algorithmus 3 Hoàng Algorithmus zum Finden eines P5

INPUT: {v1, v2}
Require: {v1, v2} ∈ E
B ← V \N(v1) # alle Knoten die nicht zu v1 adjazent sind
B′ ← B \N(v2) # alle Kandidaten für v4 und v5
C1, C2, . . . , Ct ← alle Zusammenhangskomponenten aus G[B′]
initialisiere Zähler c1, . . . , ct mit 0
L← leere Liste
for all v3 in N(v2) ∩B do # für alle v3 Kandidaten

for all v4 in N(v3) ∩B′ do # für alle v4 Kandidaten
j ← Index der Zusammenhangskomponente, die v4 enthält
cj ← cj + 1 # Anzahl Knoten in Cj zu denen v3 adjazent ist
if cj = 1 then Füge j der Liste L hinzu

# merke, es gibt mindestens einen v4 Kandidaten in der Komponente j

for all j in L do # *
if cj < |Cj| then # **

return "yes" # Der Graph enthält mindestens einen P5.
cj ← 0

L← leere Liste
return "no"

* Für jede Zusammenhangskomponente die einen v4 Kandidaten enthält:

** Falls v3 nicht zu allen Knoten der Zusammenhangskomponente adjazent ist,
dann gibt es einen Knoten v5.

Die Laufzeit O(m) der Teilroutine ergibt sich aus den beiden folgenden Beobach-
tungen. Die induzierten Zusammenhangskomponenten C1, . . . , Ct können in O(m) Zeit
berechnet werden. Und für die Schleifen gilt, dass die ersten beiden For-Schleifen über
alle Kanten {v2, v3} iterieren und die dritte For-Schleife wird höchstens so oft ausge-
führt wie die Zweite.

Der Algorithmus lässt sich leicht so modifizieren, dass er nicht nur das P5-frei Pro-
blem entscheidet, sondern auch gegebenenfalls einen konkreten P5 berechnet [25]. Die
ersten drei Knoten v1, v2 und v3 sind bereits bekannt. Die induzierte Zusammenhangs-
komponente Cj lässt sich in zwei nicht leere Teilmengen von Knoten zerlegen. Und
zwar in die Mengen der Knoten die adjazent beziehungsweise nicht adjazent zu v3 sind.
Nun muss man nur noch eine Kante zwischen den beiden Teilmengen finden und er-
hält so die gesuchten Knoten für v4 und v5. Eine solche Kante muss existieren, weil Cj

zusammenhängend ist.
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2.1.4 Evaluierung

Im Folgenden werden wir zunächst die Laufzeiten der einzelnen Algorithmen unterein-
ander vergleichen und anschließend genauer auf die Laufzeiten für die unterschiedlichen
Testgraphklassen eingehen.

2.1.4.1 Vergleich der Algorithmen untereinander
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Abbildung 2.3: Durchschnittliche Lauf-
zeit der Gilbertgraphen in Abhängigkeit
der Knotenanzahl
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Abbildung 2.4: Durchschnittliche Lauf-
zeit der synthetischen Clustergraphen in
Abhängigkeit der Knotenanzahl

Am Auffälligsten ist die nahezu konstante Laufzeit des Endpunktsuche-Algorithmus
auf den Gilbertgraphen und den synthetischen Clustergraphen (siehe Abbildun-
gen 2.3, 2.4). Dies lässt sich damit erklären, dass fast alle Knoten Teil eines P5 sind,
weshalb die Endpunktsuche schnell zu einem Ziel gelangt. Die beiden anderen Algo-
rithmen hingegen müssen für ihre Suche Schnittmengen von Knoten berechnen, wel-
ches mit zunehmender Knotenanzahl aufwendiger wird. Bei den synthetischen P5-freien
Graphen müssen alle Kombinationen getestet werden, daher hat die Endpunktsuche hier
ebenfalls eine zunehmende Laufzeit (siehe Abbildung 2.5).

Für die Klassen der Proteinähnlichkeitsgraphen und der Interaktionsgraphen haben
alle drei Algorithmen in etwa die gleiche Zeit benötigt.

Die Klasse der synthetischen P5-freien Graphen ist für die Analyse der Algorithmen
von größerer Bedeutung, da sich die Anzahl der P5s im Graphen während der Editie-
rung tendenziell verringern und gegen Null laufen wird. Deshalb wird die Laufzeit der
Suchalgorithmen während der Editierung ebenfalls steigen und sich der Laufzeit der
synthetischen P5-freien Graphen annähern.

Da die Mittelpunktsuche bei den synthetischen P5-freien Graphen am Besten ab-
schneidet ist zu vermuten, dass sie am Besten für den parametrisierten Algorithmus ge-
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Abbildung 2.5: Durchschnittliche Lauf-
zeit der synthetischen P5-freien Graphen
in Abhängigkeit der Knotenanzahl

eignet ist. Jedoch wird aus den Daten nicht klar, ab welchem P5-Anteil sich die Laufzeit
zu Gunsten der Mittelpunktsuche verschiebt, sodass der anfängliche Geschwindigkeits-
vorteil der Endpunktsuche möglicherweise doch den ausschlaggebenden Faktor darstel-
len könnte.

Der Hoàng-Algorithmus kann auf keiner der Graphklassen positive Resultate vor-
zeigen. Dies führen wir auf die eher theoretische Natur des Algorithmus zurück, welche
für den Worst-Case optimiert ist.

2.1.4.2 Laufzeitvergleich der Graphklassen
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Abbildung 2.6: Durchschnittliche Lauf-
zeit des Endpunktsuche-Algorithmus für
alle Graphklassen in Abhängigkeit der
Knotenanzahl
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Wie zu erwarten war, benötigen alle Algorithmen für die synthetischen P5-freien
Graphen im Durchschnitt am längsten. Danach folgen die Proteinähnlichkeitsgraphen,
welche jedoch ab etwa 100 Knoten durchschnittlich dieselbe Laufzeit aufweisen wie
die synthetischen Clustergraphen und die Gilbertgraphen. Auffällig ist, dass einzig beim
Mittelpunktsuchalgorithmus die Laufzeit der Gilbertgraphen die der synthetischen Clus-
tergraphen übersteigt (siehe Abbildung 2.7). Die Wahl des Parameters p bei den synthe-
tischen Graphen spiegelt sich in allen Fällen in einem nahezu konstanten zusätzlichen
Zeitaufwand entsprechend der Anzahl an P5s wider. Graphen mit mehr P5s haben eine
kürzere Laufzeit.
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Abbildung 2.8: Durchschnittliche Lauf-
zeit des Hoàng-Algorithmus für alle
Graphklassen in Abhängigkeit der Kno-
tenanzahl

2.2 Algorithmen zum Finden aller P5s

Alle P5s eines Graphen aufzulisten kann nicht schneller als in O(n5) Zeit geschehen,
weil es in der Größenordnung n5 viele P5s in einem Graphen geben kann. Als Beispiel
für einen solchen Graphen betrachten wir einen fünf-partiten Graph, den wir folgender-
maßen konstruieren: Alle Knoten aus der ersten Partition sind mit allen aus der zweiten
Partition verbunden, alle aus der zweiten Partition mit allen aus der Dritten und so wei-
ter. Dann ist jeder induzierter Teilgraph, welcher je genau einen Knoten aus jeder Parti-
tion enthält, ein P5. Dem zu Folge enthält ein solcher Graph in der Größenordnung von
O((n/5)5) viele P5s. Eine genauere obere Abschätzung für die Anzahl an P5 in Graphen
liegt bei O(n ·m2), welche überdies in O(n ·m2) Zeit aufgelistet werden können [25].
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Die Algorithmen zum Finden eines P5 lassen sich leicht anpassen, sodass sie anstatt
den ersten gefunden P5 zurückzugeben eine Liste von P5s erstellen. Da alle genannten
Algorithmen zum Finden eines P5 vollständig sind, also jeden P5 finden, folgt dass die
wie oben beschrieben modifizierten Versionen alle im Graphen enthaltenen P5 auflisten.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass obwohl der Hoàng-Algorithmus eine Laufzeit
von O(m2) hat, er nicht alle P5s in selbiger Laufzeit aufzählen kann, da wir für jeden
gefundenen P5 noch dessen letzten beiden Knoten berechnen müssen. Daher hat der
Hoàng-Algorithmus sogar eine schlechtere Laufzeit von O(m3).

Die zur Laufzeit generierten P5-Listen werden mitunter so groß, dass Python einen
Speicherzugriffsfehler wirft. Für jede Graphklasse wurde das Benchmark abgebrochen,
sobald 15 Graphen in Folge mit einem Speicherzugriffsfehler terminierten. Da die An-
zahl der P5s bei den synthetischen Graphen sehr stark vom Parameter p abhängen, wur-
den für jede Variante des Parameters eine eigene Testreihe mit der selben Abbruchbe-
dingung durchgeführt.

Die Laufzeit des Hoàng-Algorithmus ist etwa um den Faktor 30 höher als die der
beiden anderen Algorithmen, weswegen wir ihn nicht weiter diskutieren werden.
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Abbildung 2.9: Laufzeitvergleich zum
Finden aller P5s der Gilbertgraphen für
Endpunktsuche und Mittelpunktsuche
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Abbildung 2.10: Laufzeitvergleich zum
Finden aller P5s der synthetischen Clus-
tergraphen für Endpunktsuche und Mit-
telpunktsuche

Bei etwa 14 Millionen gefundenen P5s wirft Python einen Speicherzugriffsfehler.
Dies ist der Grund warum in der Abbildung der Gilbertgraphen (2.9) und synthetischen
Clustergraphen (2.10) manche Kurven bereits frühzeitig abbrechen. Als Ergebnis kön-
nen wir festhalten, dass die Mittelpunktsuche auf allen Graphklassen in etwa nur die
halbe Zeit benötigt um alle P5s aufzulisten und damit der bevorzugte Algorithmus zum
Aufzählen aller P5s ist.
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Abbildung 2.11: Laufzeitvergleich zum
Finden aller P5s der synthetischen P5-
freien Graphen für Endpunktsuche und
Mittelpunktsuche

0 50 100 150 200
Knotenanzahl

0

50

100

150

200

250

Z
e
it

 i
n
 s

Endpunktsuche vs Mittelpunktsuche 
Reale Anwendungsgraphen

Endpunktsuche Proteinähnlichkeitsgraphen
Mittelpunktsuche Proteinähnlichkeitsgraphen
Endpunktsuche Interaktionsgraphen
Mittelpunktsuche Interaktionsgraphen

Abbildung 2.12: Laufzeitvergleich zum
Finden aller P5s der realen Anwendungs-
graphen für Endpunktsuche und Mittel-
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2.3 Algorithmen zur heuristischen Suche mehrerer P5s

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Algorithmen befassen, welche zugunsten einer
kürzeren Laufzeit nicht garantieren können, dass sie alle P5s in einem Graphen finden.
Ein naheliegender Ansatz ist es, die kürzesten Wege zwischen allen Knoten zu berech-
nen. Bekannte Algorithmen für diese Aufgabe sind der Dijkstra-Algorithmus und der
Bellman-Ford-Algorithmus sowie der Algorithmus von Floyd und Warshal. In unserem
Spezialfall von ungerichteten und ungewichteten Kanten ist jedoch eine einfache Brei-
tensuche bereits ausreichend. Jeder kürzeste Weg der Länge fünf ist ein P5. Dieser An-
satz hat eine im Vergleich sehr geringe Laufzeitklasse von O(n ·m), allerdings findet er
nicht alle P5s. Ein nicht P5-freier Beispielgraph, in welchem kein P5 gefunden wird, ist
ein Kreis aus sechs Knoten. Allgemein können mit diesem Ansatz keine P5s in Graphen
gefunden werden, deren Durchmesser kleiner gleich drei ist. In Abbildung 1.6 wird
deutlich, dass die synthetischen Testgraphen im Schnitt einen Durchmesser zwischen
drei und vier haben und daher dieser Ansatz nicht geeignet ist. Jedoch haben viele der
realen Anwendungsgraphen einen größeren Durchmesser. Ein weiterer Schwachpunkt
dieses Ansatzes liegt darin, dass P5-freie Graphen einen Durchmesser von drei oder
weniger haben, weshalb er nicht für Graphen geeignet ist, welche bereits eine ähnliche
Struktur wie P5-freie Graphen aufweisen.

Auf keiner der Graphklassen kann die Breitensuche ein Ergebnis nahe der korrekten
P5-Anzahl liefern (Abbildungen 2.13, 2.14, 2.15). Die korrekte Lösung für die Teilklas-
se mit der niedrigsten Anzahl an P5s wurde als Vergleich ebenfalls dargestellt. Für die
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Abbildung 2.13: Anzahl der gefundenen
P5s in den Gilbertgraphen
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Abbildung 2.14: Anzahl der gefundenen
P5s in den synthetischen Clustergraphen
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Abbildung 2.15: Anzahl der gefundenen
P5s in den Anwendungsgraphen
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Abbildung 2.16: Logarithmische Anzahl
der gefundenen P5s in den Anwendungs-
graphen, falls mindestens ein P5 gefun-
den wurde.

synthetischen Clustergraphen mit p = 2% kann für alle Graphen eine kleine Teilmenge
der P5s gefunden werden. Bei allen anderen synthetischen Graphen sinkt, wie bereits be-
schrieben, der durchschnittliche Durchmesser mit zunehmender Knotenanzahl auf drei,
sodass ab diesem Zeitpunkt mit der Breitensuche keine nichtleeren Teillösungen mehr
gefunden werden können. Für viele der Proteinähnlichkeitsgraphen kann ebenfalls eine,
im Vergleich zu den synthetischen Clustergraphen mit p = 2%, relativ große Teilmen-
ge gefunden werden. In Abbildungen 2.16 haben wir die Anzahl der gefunden P5s für
die Anwendungsgraphen mit einer logarithmischen Skala dargestellt, um einen besseren
Vergleich zu der optimalen Lösung zu ermöglichen.



Kapitel 3

Lösungsalgorithmus

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Suchbaumalgorithmus zum Finden einer Lö-
sung für das optimale P5-frei-Editierungsproblem sowie dessen Verbesserung mit Hilfe
unterer Schranken für den Parameter k, Datenreduktionsregeln, Annotationsregeln und
einigen weiteren Ansätzen. Wir werden außerdem unsere Implementierungen auf die
Testgraphen anwenden, um zu ermitteln wie gut sich die einzelnen Graphklassen im
Vergleich lösen lassen, für welche optimale Lösungsgrößen wir eine Lösung berechnen
können und wie sich unsere Verbesserungen auf dieses Ergebnis auswirken.

3.1 Suchbaumalgorithmus

Wir sind in Kapitel 1 bereits auf parametrisierte Algorithmen eingegangen und darauf
wie wir mit Hilfe eines einfachen Suchbaumes das P5-frei-Editierungsproblem für einen
Graphen G und eine natürliche Zahl k entscheiden können. Nun gehen wir genauer
darauf ein, wie wir mit diesem Ansatz eine optimalen Menge von Editierungen finden
können, um einen gegebenen Graph zu einem P5-freien Graph zu transformieren.

Problem 2. OPTIMALES P5-FREI-EDITIERUNGSPROBLEM

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G.

Ausgabe: Eine optimale Menge L von Knotenpaaren, sodass der Graph G M L keinen

induzierten P5 enthält.

Um das Problem der optimalen P5-frei-Editierung zu lösen, verwenden wir den
Suchbaumalgorithmus. Dieser findet eine optimale Lösung für einen Graphen G, indem
er mit schrittweise steigendem Parameter j versucht das P5-frei-Editierungsproblem
(G, j) zu entscheiden, bis die erste positive Antwort gefunden wird.

26
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Der in Abschnitt 2.1.3 vorgestellte Hoàng-Algorithmus zum finden eines P5 hat eine
Laufzeit von O(m2), woraus sich zusammen mit der maximalen Suchbaumgröße für ein
gegebenes k eine Laufzeit von O(10k ·m2) für den Suchbaumalgorithmus ergibt.

3.2 Untere Schranken

Eine untere Schranke versucht die notwendige Anzahl an Editierungen zu bestimmen,
welche für eine optimale Lösung eines P5-frei-Editierungsproblems notwendig sind.
Wir definieren den Begriff der unteren Schranke folgendermaßen:

Definition 3.1. Sei k(G) die kleinste natürliche Zahl, welche für ein P5-frei-

Editierungsproblem von G eine positive Antwort zurückgibt. Dann ist jede natürliche

Zahl s ≤ k(G) eine untere Schranke für die Probleme (G, j) mit j ∈ N.

Eine untere Schranke s für die Größe einer optimalen Lösung erlaubt uns
zum einen am Anfang des Suchbaumalgorithmus zum optimalen Lösen des p5-frei-
Editierungsproblems unnötige Lösungsversuche für (G, j) mit j < s zu überspringen
und zum anderen im Suchbaumalgorithmus frühzeitig abzubrechen, falls wir mit der
verbliebenen Editierungsanzahl keinen P5-freien Graph mehr erzeugen können. Dar-
aus folgt, dass untere Schranken die tatsächliche Kantenänderungsanzahl unterschät-
zen, aber nicht überschätzen dürfen, weil sonst durch ein vorzeitiges Beschneiden des
Suchbaumes mögliche Lösungen verloren gingen.

In diesem Abschnitt werden wir drei Packing-basierte Ansätze zur Bestimmung un-
terer Schranken für das P5-frei-Editierungsproblem vorstellen.

Die Idee des Packing ist eine Menge von P5s zu finden, die jeweils einzeln aufgelöst
werden müssen. Dafür führen wir zunächst den Begriff des Packing formal ein.

Definition 3.2. Eine Menge Q von P5s ist ein Packing für einen Graphen G genau dann,

wenn jeder P5 in Q ein induzierter Teilgraph von G ist und für alle P5s gilt, dass sie

paarweise keine gemeinsame Kante oder Nicht-Kante enthalten.

Wir beweisen zunächst, dass folgende untere Schranke gilt:

Lemma 3.1. Die Anzahl der Elemente s eines Packings Q für G ist eine untere Schranke

für alle P5-frei-Editierungsprobleme (G, j) mit j ∈ N.

Beweis. Weil ein P5 nur durch das Invertieren eines der Verhältnis zwischen zwei seiner
Knoten aufgelöst werden kann und alle P5s eines Packings paarweise keine gemeinsa-
mes Kante oder Nicht-Kante enthalten, löst Editierung im Graphen genau einen P5 des
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Packings auf. Damit gilt, dass s = |Q| eine untere Schranke für alle P5-frei Editierungs-
probleme (G, j) mit j ∈ N ist.

Es kann für einen Graph mehrere gültige Packings mit verschieden vielen Elemen-
ten geben. Ein Packing für einen Graph mit n Knoten und m Kanten kann nicht grö-
ßer als m/4 und nicht größer als

(
n
2

)
/10 sein. Das Problem für einen Graphen G eine

größtmögliches Menge von gleichen Teilgraphen T zu finden, deren Kanten paarweise
disjunkt sind, wird in der Literatur als Kanten-Packing-Problem oder kurz EPackG be-
zeichnet [26]. Falls G ein Baum ist, kann das Problem in Polynomzeit gelöst werden.
Für allgemeine Graphen und Teilgraphen ist das Problem jedoch NP-vollständig [26],
insbesondere auch falls T ein P5 ist.

Daher werden wir heuristische Algorithmen konstruieren, welche zu Gunsten einer
kürzeren, polynomiellen Laufzeit eventuell nicht die größte untere Schranke bestimmen.

3.2.1 Knotendisjunktes Packing

Als erstes verfolgen wir die Idee ein Packing aus P5s zu bilden, sodass alle P5s paarwei-
se keinen gemeinsamen Knoten enthalten. Dazu modifizieren wir den Endpunktsuche-
Algorithmus aus Kapitel 2, indem wir jeden gefundenen P5 speichern und beim Ver-
zweigen nicht nur Knoten verwerfen, die zu einem anderen Knoten auf dem bisherigen
Weg adjazent sind, sondern auch alle die Teil eines bereits gefundenen P5 sind. Nach-
dem wir einen P5 gefunden und dem Packing hinzugefügt haben müssen wir außerdem
einen neuen Startknoten für die P5-Suche wählen, da der aktuelle Startknoten Teil eines
P5s des Packings ist.

Ein knotendisjunktes Packing kann höchstens n/5 viele Elemente enthalten, wes-
wegen die höchstmögliche untere Schranke, die der Algorithmus zurückgeben kann,
ebenfalls durch diese Anzahl beschränkt ist. Aus Abbildung 3.1 wird ersichtlich, dass
unser heuristischer Ansatz, besonders für die synthetischen Graphen, gute Ergebnisse
liefert, die sehr nahe an dieser Grenze liegen. Bezüglich des Parameters p der synthe-
tischen Graphen gibt es kleine Unterschiede, die mit der Anzahl der enthaltenen P5s
korrelieren.

3.2.2 Knotenpaardisjunktes Packing

Um ein gültiges Packing zu erhalten, müssen nicht alle P5s knotendisjunkt sein. Falls
alle P5s paarweise höchstens einen Knoten gemeinsam haben, dann gibt es auch keine
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Abbildung 3.1: Aus der Größe der berechneten Packings ergeben sich die folgenden
durchschnittlichen unteren Schranken für das knotendisjunkte Packing, dargestellt für
alle Graphklassen.

Kante oder Nicht-Kante, die in mehr als einem P5 enthalten ist. Mit dieser Beobachtung
können wir den Ansatz des knotendisjunkten Packings verbessern.

Der Algorithmus 4 besteht aus zwei Teilen. Die erste Funktion initialisiert die Para-
meter für die zweite rekursive Funktion. Wir benötigen vier Variablen: Einen Zähler für
die Anzahl der aktuell gefundenen P5s, am Anfang gleich Null, eine Hashtabelle, die
jeden Knoten aus V auf eine Menge von natürlichen Zahlen abbildet, in welcher wir die
Nummern der gefunden P5 speichern, in welchen der Knoten enthalten ist. Außerdem
benötigen wir eine Menge mit markierten P5s, welche ebenfalls lediglich deren Num-
mern enthält und am Anfang ebenfalls leer ist. Letztlich benötigen wir noch eine Liste
in der wir den aktuell untersuchten Weg speichern, welche ebenfalls am Anfang leer
initialisiert wird.

Die zweite Funktion arbeitet grundlegend wie der Endpunktsuche-Algorithmus zum
Finden aller P5s. Von einem Startknoten aus versuchen wir einen Weg der Länge fünf zu
finden. Für jeden neu explorierten Knoten kommt eine Abfrage hinzu, ob er sich bereits
in einem P5 mit einem anderen Knoten aus dem aktuellen Weg befindet. Falls nicht
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wird er dem aktuellen Weg hinzugefügt und die Menge der markierten P5s wird um die
Menge der P5s erweitert, in denen der Knoten vorkommt. Für diese Abfrage verwenden
wir die Hashtabelle. Falls wir während des Explorierens in eine Sackgasse geraten und
den letzten Knoten des Weges wieder entfernen, dann müssen wir ebenfalls die Menge
der markierten P5s aktualisieren. Wenn wir einen P5 finden, dann muss die Hashtabelle
aktualisiert werden, indem wir für alle Knoten des P5 ihrer jeweiligen P5-Liste den
neuen P5 hinzufügen.

Wir bezeichnen diesen Algorithmus als rekursives Packing. Der hier dargestellte
Algorithmus ist als Konzept zu verstehen. Die in den Versuchen verwendete Implemen-
tierung ist hinsichtlich der Laufzeit optimiert worden. Der verwendete Python-Code
befindet sich ebenfalls auf dem beigelegten Datenträger.

Algorithmus 4 Kantendisjunktes Packing Algorithmus zum Berechnen einer unteren
Schranke für das P5-frei-Editierungsproblem von G

function REKURSIVESPACKING(G)
P5Zähler← 0 # Nummerierung der gefundenen P5s
KnotenP5s← {n : ∅}∀n ∈ V # Hashtabelle: Knoten→Menge mit P5-Nummern
markierteP5s← ∅ # Menge von natürlichen Zahlen
Weg← Leere Liste # Liste von Knoten aus G
WEGERWEITERN(G, Weg, markierteP5s, KnotenP5s, P5Zähler)
return P5Zähler

function WEGERWEITERN(G, Weg, markierteP5s, KnotenP5s, P5Zähler)
for all v in V do

Weg←Weg + v # Füge v als letzten Knoten des Weges an
if G[Weg] ist ein P|Weg| ∧

(⋃
n∈Weg KnotenP5s[n]

)
∩markierteP5s = ∅ then

if Weg hat Länge 5 then
for all n ∈Weg do: KnotenP5s[n]← KnotenP5s[n] ∪ P5Zähler
P5Zähler← P5Zähler + 1

else:
NeuMarkierteP5s← KnotenP5s[v] \ markierteP5s
markierteP5s← markierteP5s ∪ NeuMarkierteP5s
WEGERWEITERN(G, Weg, markierteP5s, KnotenP5s, P5Zähler)
markierteP5s← markierteP5s \ NeueMarkierteP5s # Backtrack

Weg←Weg - v # Entferne v aus dem Weg

Für das rekursive Packing fällt die obere Schranke von n/5 des knotendisjunkten
Packing weg, weil jeder Knoten jetzt in mehreren P5s enthalten sein kann. Dies spie-
gelt sich auch in dem deutlich höheren gefundenen unteren Schranken wieder, wie in
Abbildung 3.2 zu erkennen ist.



3.2. UNTERE SCHRANKEN 31

0 50 100 150 200
Knotenanzahl

0

50

100

150

200

250

D
u
rc

h
sc

h
n
it

tl
ic

h
e
 u

n
te

re
 S

ch
ra

n
ke

Rekursives Packing

Durchschnittliche Kantenanzahl / 4
Knotenanzahl / 5
Gilbertgraphen
Synthetische Clustergraphen
Proteinähnlichkeitsgraphen
Interaktionsgraphen

Abbildung 3.2: Untere Schranken des re-
kursiven Packings für alle Graphklassen
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Abbildung 3.3: Laufzeitvergleich zwi-
schen rekursiven und knotendisjunkten
Packing

Allerdings steigt auch die Laufzeit etwa um den Faktor 10 im Vergleich zum knoten-
disjunkten Packing an, was sich besonders bei Graphen mit vielen Knoten bemerkbar
macht. Dieser zeitliche Mehraufwand ist jedoch mehr als gerechtfertigt in Anbetracht
der deutlich besseren Leistung und der daraus folgenden exponentiellen Zeitersparnis
für den Suchbaumalgorithmus.

Die Laufzeitabbildung 3.3 ist ein Ausschnitt, es gibt einige wenige Ausreißer bei
den Proteinähnlichkeitsgraphen. Der gemessene Höchstwert liegt bei 40 Sekunden. Be-
züglich des Parameters p der synthetischen Graphen gibt es für das rekursive Packing,
ähnlich wie beim knotendisjunkten Packing, kleine konstante Abweichungen, die mit
der Anzahl der enthaltenen P5s korrelieren.

3.2.3 Hitting-Set-Approximation

Bisher haben wir den Ansatz verfolgt eine Menge von knotenpaardisjunkten P5s im
Graphen zu suchen. Ein weiterer Ansatz ist es zunähst alle P5s im Graphen aufzulisten
und dann zu bestimmen wie viele Editierungen mindestens benötigt werden, um al-
le diese P5s aufzulösen. Diese Aufgabe kann auf das 10-Hitting-Set-Problem reduziert
werden, indem wir für jeden P5 ein Set mit allen Knotenpaaren des P5 konstruieren. Das
Hitting-Set-Problem gehört allerdings zu den 21 klassischenNP-vollständigen Proble-
men und lässt sich damit nicht in effizienter Zeit berechnen. Daher werden wir uns in
diesem Abschnitt mit approximativen Lösungen des Hitting-Set-Problems beschäftigen
und Möglichkeiten daraus untere Schranken für das P5-frei-Editierungsproblem zu be-
rechnen.
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Zunächst müssen wir uns allerdings mit dem Problem befassen, dass alle heuristi-
schen Lösungen des Hitting-Set-Problems größer oder im besten Fall gleich der opti-
malen Lösung sind, aber eine untere Schranke für das P5-frei-Editierungsproblem die
notwendigen Änderungen nicht überschätzen darf. Daher können wir nur Heuristiken
verwenden, welche einen Approximationsfaktor besitzen. Dieser gibt an, um welchen
Faktor die heuristische Lösung eines Algorithmus höchsten von der optimalen Lösung
abweicht. In der Literatur gibt es zwei weit verbreitete heuristische Approximationen
für das Hitting-Set-Problem [27]. Wir werden im Folgenden kurz auf drei Varianten
eingehen, welche aber alle dem selben Schema folgen:

• Sei G ein Graph, M eine leere Menge.

1. Wir zählen alle P5s auf. (Dazu verwenden wir den Mittelpunktsuche-Algorithmus
aus Kapitel 2.)

2. Für jeden P5 fügen wir die zehnelementige Menge aller Knotenkombinationen
des P5 der Menge M hinzu.

3. Sei s die Größe einer approximativen Lösung des Hitting-Set-Problems auf M .

4. Dann ist ds/ (Approximationsfaktor des Algorithmus)e eine untere Schranke für
das P5-frei-Editierungsproblem von G.

Der erste Algorithmus wählt immer das Knotenpaar, welches in den meisten Sets
enthalten ist und fügt es der Lösung hinzu. Für diesen Algorithmus wurde ein Approxi-
mationsfaktor von ln |M |+1 bewiesen. Die Strategie in jedem Schritt den Folgezustand
zu wählen, welcher zu diesem Zeitpunkt am Erfolgversprechendsten ist, wird häufig als
”greedy” bezeichnet. Daher nennen wir diesen Algorithmus HS-greedy.

Die unteren Schranken des HS-greedy-Algorithmus sind durchweg sehr gering im
Vergleich zum rekursiven Packing (siehe Abbildung 3.4). Dies lässt sich darauf zurück-
führen, dass die greedy Approximation des Hitting-Sets allgemein recht gute Ergeb-
nisse liefert. Ironischer Weise benötigen wir jedoch möglichst schlechte Ergebnisse,
um eine höhere untere Schranke zu erhalten. Da wir zunächst erst alle P5s berechnen
müssen, ist die Laufzeit von HS-greedy erwartungsgemäß deutlich höher, dies ist in
Abbildung 3.5 deutlich zu erkennen. Interessant ist auch, dass die Laufzeiten des HS-
greedy-Algorithmus für die synthetischen Graphen deutlich stärker vom Parameter p

abhängen und sich mehrere Ausläufer auffächern, während die Laufzeiten der Graphen
für das rekursive Packing eine kompakte Struktur bilden, auf der sie scheinbar gleich-
mäßig verteilt sind.
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Abbildung 3.4: Vergleich der gefundenen
unteren Schranken zwischen rekursiven
Packing und HS-greedy
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Abbildung 3.5: Laufzeitvergleich zwi-
schen rekursiven Packing und HS-greedy

Der nächste Ansatz wählt ein zufälliges Set aus und fügt alle enthaltenen Elemente
der Lösung hinzu. Dieser Ansatz hat einen Approximationsfaktor von 10. Wir bezeich-
nen ihn daher als 10-HS.
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Abbildung 3.6: Vergleich der gefundenen
unteren Schranken zwischen 10-HS und
rekursiven Packing
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Abbildung 3.7: Laufzeitvergleich zwi-
schen 10-HS und rekursiven Packing

Der 10-HS-Algorithmus kann deutlich bessere Ergebnisse als das rekursive Packing
erzielen (siehe Abbildung 3.6), hat aber auch eine im Vergleich höhere Laufzeit (siehe
Abbildung 3.7). Problematisch ist jedoch, dass aufgrund des hohen Speicherverbrauchs
für das Hitting-Set bereits sehr frühe Abbrüche aufgrund von Speicherzugriffsfehlern
entstehen. Dies ist auch der Grund für das anscheinend schlechtere Abschneiden auf den
synthetischen Clustergraphen. Dieses Problem tritt ebenfalls bereits beim HS-greedy-
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Algorithmus auf, hat aufgrund der relativ schlechten Resultate aber kaum sichtbare Aus-
wirkung auf den Verlauf der Kurve.

Der Ansatz der 10-HS-Approximation lässt sich verbessern, indem wir nicht ein
zufälliges Set auswählen, sondern das Set, dessen Kanten in den wenigsten anderen
Sets enthalten sind. Aufgrund dieses Auswahlverfahrens bezeichnen wir diesen Ansatz
als greedy-10-HS.
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Abbildung 3.8: Vergleich der gefundenen
unteren Schranken zwischen greedy-10-
HS und 10-HS
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Abbildung 3.9: Laufzeitvergleich zwi-
schen greedy-10-HS und 10-HS

Die greedy-10-HS-Approximation kann erneut deutlich höhere untere Schranken
aufstellen und ist bereits sehr nahe an der oberen Grenze des Packings (siehe Abbil-
dung 3.8). Allerdings vervielfacht sich erneut die benötigte Rechenzeit (siehe Abbil-
dung 3.9). Dazu kommt noch weiterer Speicheraufwand um zu speichern wie oft je-
de Kante in allen Sets vorkommt. Daher sinkt erneut die durchschnittlich handhabbare
Knotenanzahl.

3.2.4 Fazit

Das rekursive Packing liefert relativ schnelle und gute Ergebnisse. Ein weiterer, wich-
tiger Punkt ist, dass es auf allen Graphen anwendbar ist, ohne in Speicherprobleme zu
geraten. Der greedy-10-HS-Algorithmus liefert die besten unteren Schranken und hat
für Graphen bis durchschnittlich 50 Knoten eine annehmbare Laufzeit, in der auf unse-
ren Instanzen außerdem keine Speicherfehler auftraten. Diese traten frühstens ab etwa
75 Knoten bei den Gilbertgraphen mit p = 51% auf.
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Der greedy-10-HS-Algorithmus ist damit besser geeignet am Anfang des Such-
baumalgorithmus einmalig eine untere Schranke zu ermitteln, während das rekursive
Packing besser für große Graphen mit vielen P5s geeignet ist.

3.3 Datenreduktion

Datenreduktion ist ein häufig eingesetzter Ansatz zur Optimierung der Laufzeit von
Graphmodifikationsproblemen. Die Idee besteht darin die Struktur des Graphen zu ana-
lysieren und falls möglich zu vereinfachen, zum Beispiel durch Entfernen von Knoten
oder Kanten. Dies führt bei den meisten Problemen dazu, dass die Laufzeit vieler von
der Knotenanzahl abhängiger Algorithmen gesenkt werden kann, aber auch zu einer
Verkleinerung des Suchbaumes, falls notwendige Editierungen entdeckt werden.

Definition 3.3. Eine Datenreduktionsregel ist eine Polynomialzeitabbildung einer In-

stanz des P5-frei-Editierungsproblem (G, k) auf eine Instanz (G′, k′), sodass (G, k) eine

Lösung besitzt, genau dann wenn (G′, k′) eine Lösung besitzt.

Oft werden auch so genannte Kerne entworfen. Dies sind Datenreduktionsregeln,
deren Größe des Ergebnisses nicht von der ursprünglichen Knotenanzahl, sondern von
der Anzahl an benötigten Änderungen k abhängen. Zum Beispiel gibt es für das P3-
frei-Editierungsproblems einen Kern, dessen Ergebnis höchstens 2k viele Knoten ent-
hält [28]. Des Weiteren gibt es einen Kern für das P4-frei-Editierungsproblem mit O(k3)

vielen Knoten [29] sowie einen einen Kern für das Minimum-Flip-Consensus-Problem
mit ebenfalls O(k3) vielen Knoten [30]. Es wurde bewiesen, dass es für jedes fixed-
parameter tractable Problem einen in Polynomialzeit berechenbaren Kern gibt, aller-
dings wurde ebenfalls bereits bewiesen, dass es für das P5-frei-Editierungsproblem und
allgemein alle Pl-frei-Editierungsprobleme mit l > 4 keinen Kern in polynomieller Grö-
ße geben kann, falls coNP 6⊆ NP/poly gilt [31]. Deshalb werden wir uns auf praktisch
relevante Datenreduktionsregeln und deren Korrektheitsbeweise beschränken.

Die Datenreduktionsregeln müssen in unserem Fall so konstruiert werden, dass wir
zusätzlich noch eine Lösung für das ursprüngliche Problem konstruieren können. Wir
werden im Folgenden vier Datenreduktionsregeln vorstellen.

Datenreduktionsregel 3.1. Falls es in einem Graphen G eine P5-freie Zusammen-

hangskomponente gibt, welche aus der Menge der Knoten Z besteht, dann kann das

P5-frei-Editierungsproblem (G, k) auf (G′, k) mit G′ := G[V \ Z] reduziert werden.

Diese Datenreduktionsregel bezeichnen wir als P5-frei-Reduktion.
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Beweis. Sei G ein Graph mit einer P5-freien Zusammenhangskomponente, welche die
Knoten Z enthält. Sei G′ := G[V \ Z]. Sei L eine optimale Lösung für G.

Zunächst stellen wir fest, dass in L keine Editierungen mit Knoten aus Z ent-
halten sind, da keine Lösung optimal sein kann die zwei getrennte Zusammenhangs-
komponente verbindet oder Editierungen in einem P5-freien Teilgraph durchführt. Sei
H := G M L und I der Graph H ohne die Zusammenhangskomponente auf Z. Dann
sind I und F ′ := G′ M L isomorph zueinander. Daraus folgt, dass jede optimale Lösung
L für G ebenfalls eine optimale Lösung für G′ ist. Die Umkehrung gilt ebenfalls, weil
jede Lösung L′ für G′ offensichtlich eine Lösung für G ist. Die Lösung L′ ist optimal für
G, weil, wie bereits gezeigt, eine kleinere Lösung für G ebenfalls eine kleinere Lösung
für G′ ist.

Damit ist bewiesen, dass P5-freie Zusammenhangskomponenten entfernt werden
dürfen.

Für die nächste Datenreduktionsregel stellen wir zunächst folgendes Lemma auf.

Lemma 3.2. Wenn es in einer Zusammenhangskomponente mit n′ vielen Knoten einen

Knoten u mit einem Knotengrad von mindestens n′− 2 gibt, dann kann dieser in keinem

P5 enthalten sein.

Beweis. Für alle durch einen Weg w der Länge fünf induzierten Teilgraphen (G[w])
muss u zu mindestens drei anderen Knoten adjazent sein, weswegen dieser Graph kein
P5 sein kann.

Ein Knoten mit noch weniger Kanten, also n′ − 3 vielen, kann Teil eines P5 sein.
Dies ist zum Beispiel bei Grad-2-Knoten eines P5 der Fall.

Datenreduktionsregel 3.2. Wenn es in einer Zusammenhangskomponente G mit n vie-

len Knoten einen Knoten u mit Knotengrad mindestens n − 2 gibt, dann kann das P5-

frei-Editierungsproblem (G, k) auf (G[V \ {u}], k) reduziert werden.

Diese Datenreduktionsregel bezeichnen wir als Universalknotenreduktion.

Beweis. Sei G ein Graph, der einen Knoten u beinhaltet, welcher zu mindestens n − 2

anderen Knoten aus G adjazent ist. Sei G′ := G[V \ {u}]. Sei L eine optimale Lösung
für G und L′ eine optimale Lösung für G′.

Dann unterscheiden sich F und F ′ genau durch Knoten u und seine Kanten, welche
zusätzlich in F enthalten sind. Aus Lemma 3.2 folgt, dass u in keinem P5 enthalten ist.
Daher können durch Hinzufügen von u und seinen Kanten in G′ keine P5s entstehen.
Daher ist u auch in keiner optimalen Lösung von G enthalten. Damit ist sowohl gezeigt,
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dass L′ eine optimale Lösung für G ist, als auch das jede optimale Lösung für G eine
optimale Lösung für G′ ist.

Die folgende Datenreduktionsregel wurde ursprünglich für das Minimum-Flip-
Consensus-Tree-Problem entworfen [30]. Sie ist aber ebenfalls auf das P5-frei-
Editierungsproblem anwendbar[30]. Zunächst müssen wir allerdings den Begriff des
Critical-Independent-Set, kurz CIS, einführen.

Lemma 3.3. Sei G ein Graph, dann nennen wir die Menge I ⊆ V ein Critical-

Independent-Set, falls für alle Knotenpaare u, v ∈ I gilt, dass u und v nicht adjazent

sind, N(u) = N(v) ist und I maximal bezüglich dieser Eigenschaft ist.

Alle Critical-Independent-Sets eines Graphen können in linearer Laufzeit gefunden
werden [32].

Datenreduktionsregel 3.3 ([30]). Sei G ein Graph und I := {i1, . . . , ij} ⊆ V ein

Critical-Independent-Set. Falls |I| > k + 1, dann kann das P5-frei-Editierungsproblem

(G, k) auf (G[V \ {ik+2, . . . , ij}], k) reduziert werden.

Diese Datenreduktionsregel bezeichnen wir als CIS-Reduktion.

In der letzten Datenreduktionsregel werden wir uns damit beschäftigen, unter wel-
chen Bedingungen wir Grad-1-Knoten entfernen können.

Datenreduktionsregel 3.4. Sei u ∈ V und B := {b1, . . . , bi} eine Menge von i vielen

Grad-1-Knoten, die zu u adjazent sind, sowie C := {c1, . . . , cj} eine Menge von j vielen

Knoten mit Grad mindestens zwei, die ebenfalls adjazent zu u sind. Falls i+2 ≥ j, dann

kann das P5-frei-Editierungsproblem (G, k) auf (G′, k) mit G′ := G[V \ {bj+2, . . . , bi}]
reduziert werden.

Abbildung 3.10 stellt die Regel schematisch dar. Im Folgenden bezeichnen wir diese
Datenreduktionsregel als Blattreduktion. Für den Beweis beginnen wir mit einer grund-
legenden Überlegung darüber, wie sich die Invertierung eines Knotenverhältnisses auf
die Entstehung neuer P5s in einem Graph auswirkt.

Lemma 3.4. Falls nach der Invertierung des Verhältnisses zwischen den Knoten u und

v neue induzierte P5s entstehen, so müssen sowohl u als auch v in jedem von ihnen

enthalten sein.
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Abbildung 3.10: Schema für Blattreduktion 3.4

Beweis. Sei W5 die Menge aller Wege der Länge fünf in G.

• Fall 1: Wenn die Kante {u, v} aus G gelöscht wird und neue P5s entstehen. Durch
das Löschen einer Kante können keine neuen Wege entstehen, daher sind alle neu-
en P5s in W5 enthalten. Da jedoch nur das Verhältnis zwischen u und v verändert
wurde können auch nur Wege die u und v enthalten zu neuen P5s werden.

• Fall 2: Wenn die Kante {u, v} in G eingefügt wird und neue P5s entstehen. Durch
das Hinzufügen einer Kante kann ein Weg der Länge fünf nicht zu einem P5 wer-
den. Daher sind alle neuen P5s nicht in W5 enthalten. Alle neu entstandenen Wege
der Länge fünf müssen die einzige neue Kante {u, v} enthalten und damit müssen
auch die neu entstandenen P5s diese Kante enthalten.

Nun beginnen wir den eigentlich Beweis.

Beweis. Seien G, G′ Graphen und B, C Mengen wie in Datenreduktionsregel 3.4 be-
schrieben.

Als erstes zeigen wir, dass jede optimale Lösung L′ für G′ ebenfalls eine optimale
Lösung für G ist. Sei F := G M L′ und F ′ := G′ M L′. Dann unterscheiden sich F

und F ′ genau durch die Knoten in {bj+2, . . . , bi}, welche nur in F enthalten sind. Wir
werden zeigen, dass wir für jede Lösung L′, die Editierungen mit Knoten aus B∗ :=

{b1, . . . , bj+1} enthält, eine Lösung L′′ mit weniger Elementen konstruieren können.
Fallunterscheidung nach Anzahl e der Editierungen in L′, die einen Knoten aus B∗

enthalten:

• Falls e ≤ j, dann gibt es einen Knoten v ∈ B∗ der im Graphen F ′ zum Knoten u

adjazent ist. Da F ′ ein P5-freier Graph ist, gibt es keinen P5 in dem v enthalten ist.
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Dieselbe Argumentation gilt für alle Knoten aus B∗, weshalb die Menge L′′ :=

L′ \ {{x, u} ∈ L′ | x ∈ B∗} eine Lösung mit weniger Elementen ist.

• Falls e > j, dann ist die Menge L′′ :=
(
L′ \ {{b′, x} | b′ ∈ (B∗ ∪ {u}) ∧ x ∈

V ′}
)
∪ {{u, c} | c ∈ C} eine Lösung mit mindestens einem Elementen weniger.

Es bleibt zu zeigen, dass F ′′ := (G′ M L′′) ein P5-freier Graph ist. Der Graph F ′

und F ′′ unterscheiden sich darin, dass der Knoten u zusammen mit den Knoten B∗

in F ′′ eine P5-freie Zusammenhangskomponente bilden, in der alle Knoten aus B∗

nur zu u adjazent sind. Da F ′ ein P5-freier Graph ist, müssen nach Lemma 3.4 in
allen P5s jeweils entweder der Knoten u oder einer der Knoten aus B∗ enthalten
sein. Einen P5, der zwei Knoten aus unterschiedlichen Zusammenhangskompo-
nenten enthält, kann es nicht geben. Daher ist F ′′ ebenfalls P5-frei.

Damit ist bewiesen, dass eine optimale Lösung L′ keine Editierung mit einem Kno-
ten aus B∗ enthält. Daraus folgt, dass wir beliebig viele zu u adjazente Grad-1-Knoten
in den Graphen G′ einfügen können, ohne dass dadurch P5s entstehen. Ansonsten
wären die Knoten aus B∗ Teil eines P5 und damit die Annahme über L′ hinfällig. Damit
ist L′ ebenfalls eine optimale Lösung für G.

Nun zeigen wir, dass jede optimale Lösung L für G ebenfalls eine optimale Lösung
für G′ ist. Sei F := G M L und F ′ := G′ M L. Falls L Knoten aus B enthält ist
L′ :=

(
L\{{b′, x} | b′ ∈ (B∪{u})∧x ∈ V }

)
∪ {{u, c} | c ∈ C} eine kleinere Lösung.

Weil F ein P5-freier Graph ist, müssen nach Lemma 3.4 in allen P5s jeweils entweder
der Knoten u oder einer der Knoten aus B enthalten sein. Einen P5, der zwei Knoten aus
unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten enthält, kann es nicht geben. Damit ist
G M L′ ein P5-freier Graph und L′ eine Lösung. Daher ist kein Knoten aus B in L

enthalten.
Damit unterscheiden sich F und F ′ genau durch die Knoten in {bj+2, . . . , bi}, wel-

che nicht in F ′ enthalten sind. Durch das Entfernen von Knoten können keine neuen P5s
entstehen, daher ist F ′ ebenfalls P5-frei und L daher eine Lösung für G′. Es kann keine
kleinere Lösung L′′ für G′ als L geben, weil, wie bereits gezeigt, jede Lösung für G′

ebenfalls eine Lösung für G ist.

Während der Ausarbeitung dieser Arbeit blieb die Frage offen, ob eine Datenreduk-
tionsregel, welche alle Knoten entfernt, die nicht Teil eines P5 sind, gültig ist oder nicht.

Wir haben die hier vorgestellten Datenreduktionsregeln auf unsere Testgraphen an-
gewendet. Dabei zeigte sich, dass sich die synthetischen Graphen lediglich im Bereich
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bis zu 20 Knoten reduzieren ließen und dies auch nur für den niedrigsten Parameter
p = 0.02. Dies liegt daran, dass in dieser Konstellation gehäuft mehrere und dann zu-
meist P5-freie Zusammenhangskomponenten in den Graphen enthalten sind. Die Anzahl
der Grad-1-Knoten ist durchweg sehr gering, sodass die Blattreduktion nur sehr selten
erfolgreich war. Umgekehrt gibt es aber auch nur sehr wenige Knoten, die sich mit der
Universalknotenreduktion reduzieren ließen. Die CIS-Reduktionsregel ist von einem Pa-
rameter k abhängig. Es ist offensichtlich, dass die Regel umso erfolgreicher ist, desto
geringer dieser Parameter gewählt ist. Wir haben für den Test der Regel das Ergebnis
des rekursiven Packings verwendet, um zu bestimmen ob die Regel dazu geeignet ist am
Anfang des Suchbaumalgorithmus ausgeführt zu werden. Für diesen Parameter konnten
allerdings ebenfalls nur wenige Knoten in zumeist kleinen Graphen reduziert werden.
Auffällig sind die Ergebnisse auf den Proteinähnlichkeitsgraphen. Es zeigte sich, dass
vergleichsweise viele Graphen bereits P5-frei sind. Dies gilt auch vereinzelt für Graphen
mit sehr vielen Knoten. Außerdem ließen sich auch mit den anderen Reduktionsregeln
noch für große, nicht P5-freie Graphen einige Knoten reduzieren. Die Frage, ob sich
die Datenreduktionsregeln vielleicht während der Laufzeit des Suchbaumalgorithmus
erfolgreicher einsetzen lassen, bleibt vorerst offen. Wir werden darauf in Abschnitt 3.6
zurückkommen, wenn wir die Ergebnisse unserer Tests für den Suchbaumalgorithmus
auswerten.

3.4 Annotationen

Unter bestimmten Umständen ist es möglich für Verhältnisse zweier Knoten mit absolu-
ter Gewissheit zu sagen, ob sie für eine optimale Lösung invertiert werden müssen oder
nicht. Dadurch lässt sich der Verzweigungsgrad beim Auflösen der P5s reduzieren. Im
Folgenden bezeichnen wir eine Kante die nicht mehr gelöscht werden darf als perma-

nent und eine Nicht-Kante die nicht mehr eingefügt werden darf als verboten. Für ein
gegebenes P5-frei-Editierungsproblem (G, k) enthält die Menge Q die Knotenpaare der
verbotenen Nicht-Kanten und die Knotenpaare der permanenten Kanten. Das Verhältnis
zweier Knoten u, v zu fixieren ist aber nicht gleichbedeutend damit zu sagen, dass ei-
ne Editierung, welche {u, v} enthält, nicht optimal ist, sondern dass es mindestens eine
optimale Lösung gibt, welche dieses Verhältnis nicht invertiert.

Es ist leicht einzusehen, dass in einer optimalen Lösung keine Editierung mehr als
einmal enthalten sein darf, da ansonsten eine kleinere Lösung existiert, welche den sel-
ben P5-freien Graph erzeugt.
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Annotationsregel 3.1. Jedes invertierte Knotenverhältnis kann der Menge Q hinzuge-

fügt werden.

Diese Regel mag obsolet erscheinen, da wir eine Lösung als Menge von Knotenpaa-
ren definiert haben und somit jede Editierung nur einmal enthalten sein kann. Jedoch hat
diese Regel Einfluss auf die praktische Umsetzung des Algorithmus, weshalb wir uns
entschieden haben sie mit anzugeben.

In der nächsten Annotationsregel betrachten wir die Knotenverhältnisse von Grad-
1-Knoten und stellen fest, dass alle Nicht-Kanten zu Grad-1-Knoten fixiert werden kön-
nen.

Annotationsregel 3.2. Für jeden Grad-1-Knoten v und seinen Nachbarn u gilt, dass

die Menge der Knotenpaare K := {{v, x}|x ∈ (V \ {u, v}} der Menge Q hinzugefügt

werden kann.

Diese Annotationsregel bezeichnen wir als Blattannotation.

Beweis. Sei L eine optimale Lösung für G, welche eine Editierung mit dem Knoten v

enthält. Dann lässt sich eine zweite Lösung L′ so konstruieren, dass wir alle Editie-
rungen in der Menge A := {{v, x} ∈ L} aus der Lösung L entfernen und durch die
Editierung {v, u} ersetzen. Sei F := G M L und F ′ := G M L′. Es bleibt zu zeigen,
dass F ′ ein P5-freier Graph ist. Die Graphen F und F ′ unterscheiden sich darin, dass in
F ′ der Knoten v zu keinem anderen Knoten adjazent ist und entsprechend alle Kanten,
die es in F zu ihm gibt, entfernt wurden. Da F ein P5-freier Graph ist folgt nach Lem-
ma 3.4, dass in allen P5s in F ′ der Knoten v enthalten sein muss. Dies kann nicht der
Fall sein, da v zu keinem anderen Knoten adjazent ist. Daher ist F ′ ebenfalls P5-frei.

Daraus folgt, dass L′ eine Lösung für G ist und weil |L| ≥ |L′| gilt und L optimal
ist, muss auch L′ eine optimal Lösung sein.

Wir können die Datenreduktionsregel 3.4 durch eine zusätzlich Annotation deutlich
verbessern.

Annotationsregel 3.3. Sei u ∈ V und B := {b1, . . . , bi} eine Menge von i vielen

Grad-1-Knoten, die zu u adjazent sind, sowie C := {c1, . . . , cj} eine Menge von j

vielen Knoten mit Grad mindestens zwei, die ebenfalls adjazent zu u sind. Falls i +

2 ≥ j, dann kann das P5-frei-Editierungsproblem (G, k) auf (G′, k) mit G′ := G[V \
{b2, . . . , bi}] reduziert werden, falls die Knotenpaare {{b1, x} | x ∈ V ′ \ {b1}} der

Menge Q hinzugefügt werden.
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Aus dem Beweis der Datenreduktionsregel 3.4 wird ersichtlich, dass eine optimale
Lösung für G keine Editierung mit einem Knoten aus B enthält. Daher können wir
die Menge der Knoten {bj+2, . . . , bi} aus dem Graphen entfernen. Die Knoten B∗ :=

{b1, . . . , bj+1} können nicht entfernt werden, da ansonsten eine optimale Lösung für den
reduzierten Graphen G′ eine Editierung mit einem der Knoten aus B∗ enthalten könnte
und damit nicht mehr notwendiger Weise eine Lösung für den Graphen G ist. Wenn wir
alle Knoten aus B∗ bis auf b1 entfernen, müssen wir also sicherstellen, dass b1 in keiner
optimalen Lösung von G′ enthalten ist. Die Annotationsregel 3.3 leistet genau dies,
indem sie alle Verhältnisse zwischen b1 und allen anderen Knoten fixiert, weswegen b1

in keiner Lösung enthalten sein kann.

3.5 Weitere Verbesserungsansätze

In diesem Abschnitt werden wir einige weitere Ansätze zur Verbesserung der Laufzeit
besprechen. Wir schauen uns zunächst an, wie das Problem für unzusammenhängende
Graphen vereinfacht werden kann. Dem folgen Überlegungen zur Wahl des aufzulösen-
den P5 sowie der Verwaltung von P5-Listen.

3.5.1 Separates Lösen von Zusammenhangskomponenten

Offensichtlicherweise kann eine Lösung, welche zwei getrennte Zusammenhangskom-
ponenten verbindet, nicht optimal sein. Daher können alle Zusammenhangskompo-
nenten als eigenständiges P5-frei-Editierungsproblem gesehen werden. Dies stellt eine
große Zeitersparnis dar, weil die Anzahl der Zustände, die der Suchbaumalgorithmus
überprüfen muss, mit steigendem Parameter k exponentiell wächst. Die Suche nach ge-
trennten Zusammenhangskomponenten kann mit Hilfe einer Tiefensuche in O(m + n)

Zeit ausgeführt werden und ist damit vergleichsweise schnell, sodass wir den Graphen
nach jeder gelöschten Kante auf neue Zusammenhangskomponenten überprüfen kön-
nen.

Außerdem empfiehlt es sich die Zusammenhangskomponenten, die sich durch die
Editierungen während des Suchbaumalgorithmus ergeben, nicht nacheinander zu lösen,
sondern parallel. Dazu versuchen wir alle noch nicht gelösten Zusammenhangskompo-
nenten mit dem gleichen Parameterwert zu lösen. Für jede gelöste Zusammenhangs-
komponente reduzieren wir die noch zur Verfügung stehenden Kantenmodifikationen.
Wir tun dies solange, bis entweder alle Zusammenhangskomponenten erfolgreich gelöst
wurden oder die noch benötigten Änderungen die zur Verfügung stehenden übersteigen.
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Zum einen ergibt sich aus der Anzahl der ungelösten Zusammenhangskomponenten eine
weitere Abschätzung für k, weil jede ungelöste Zusammenhangskomponente mindes-
tens noch eine Änderung benötigt. Zum anderen wird auf diese Weise erneut die Anzahl
der zu überprüfende Zustände im Suchbaum verringert.

3.5.2 Gezieltes Verzweigen

Bisher haben wir zur Laufzeit des Suchbaumalgorithmus einen beliebigen P5 ausge-
wählt und verzweigen dann auf alle Editierungen, welche diesen auflösen. Da wir nun
Regeln zur Annotation von Knotenpaaren kennen, dessen Verhältnis nicht mehr editiert
werden darf, liegt es nahe P5s mit möglichst vielen annotierten Knotenverhältnissen
auszuwählen, um den Verzweigungsgrad zu reduzieren.

Eine weitere Strategie besteht darin die Editierungen nicht in zufälliger Reihenfolge
durchzuprobieren, sondern zunächst das Verhältnis für die Knotenpaare zu invertieren,
welche in den meisten anderen P5s enthalten sind. Dieses Vorgehen zielt darauf ab für
ein gegebenes k mit möglichst wenigen Editierungsversuchen die k richtigen Editierun-
gen vorzunehmen, ohne den kompletten Suchbaum der Tiefe k durchlaufen zu müssen.

3.5.3 Speichern von P5-Listen

Es könnte zeitlich effizienter sein alle oder mehrere P5s zu berechnen, anstatt nach jeder
Kantenmodifikation erneut einen P5 zu suchen. Allerdings muss man dabei beachten,
dass durch jede Kantenmodifikationen bereits in der Liste enthaltene P5s aufgelöst und
neue P5s entstehen können. Es gibt zwei Möglichkeiten damit umzugehen. Entweder
wir entfernen nach jeder Kantenmodifikation alle ebenfalls aufgelösten P5s und berech-
nen alle neuen P5s oder wir ignorieren das Problem und testen einfach jeden aus der
Liste entnommen P5 darauf ob er noch gültig ist, solange bis wir einen gültigen finden
oder die Liste leer ist. Im letzteren Falle berechnen wir eine neue Liste.

Ein weiterer Vorteil der P5-Listen liegt darin, dass wir in kürzerer Zeit untere Schran-
ken für den Parameter k berechnen können und gezielt verzweigen können.

3.6 Ergebnisse

Um die Leistungsfähigkeit des Suchbaumalgorithmus für das optimale P5-frei-
Editierungsproblem und der Optimierungsansätze zu vergleichen, werden wir eine Rei-
he von Testdurchläufen für verschiedene Varianten auf den Testgraphen durchführen.
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Dabei werden wir die synthetischen Graphen wieder anhand des Parameters p trennen.
Für jede der insgesamt neun Graphklassen werden wir nach steigender Knotenanzahl
sortiert den Suchbaumalgorithmus für das optimale P5-frei-Editierungsproblem auf al-
le Graphen anwenden, solange bis wir entweder erfolgreich alle Graphen gelöst haben
oder 15 Graphen in Folge jeweils nicht mehr innerhalb von vier Minuten gelöst werden
können.

Zunächst widmen wir uns der Frage, welcher der beiden Algorithmen zum Suchen
eines P5 besser geeignet ist. Die Endpunktsuche konnte mit einer kurzen Laufzeit auf
Graphen mit vielen P5s punkten, während die Mittelpunktsuche schneller auf Graphen
mit wenigen P5s war. Dafür testen wir den Suchbaumalgorithmus ohne zusätzliche Ver-
besserungen mit dem jeweiligen P5-Suchalgorithmus.
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Abbildung 3.11: Durchschnittliche opti-
male Lösungsgröße der Gilbertgraphen
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Abbildung 3.12: Durchschnittliche op-
timale Lösungsgröße der synthetischen
Clustergraphen

Aus den Abbildungen 3.11 und 3.12 wird ersichtlich, dass wir das Problem lediglich
für relativ kleine Graphen lösen können. Bei den synthetischen Graphen ist ein deutli-
cher Zusammenhang zum Parameter p zu erkennen. Für Graphen bis zu 50 Knoten gab
es keinen bedeutenden Laufzeitunterschied zwischen beiden P5-Suchalgorithmen und
so verwundert es auch nicht, dass beide Varianten nahezu identische Resultate erbrin-
gen, weswegen wir nur die Ergebnisse der Endpunktsuche grafisch dargestellt haben.
Da wir in den Abbildungen die durchschnittliche benötigte Änderungsanzahl verwen-
den, wollen wir an dieser Stelle erwähnen, dass die optimale Lösungsgröße der synthe-
tischen Graphen bis auf wenige Ausnahmen konstant ansteigt. Diese Ausnahmen sind
der Grund warum die Kurven teilweise am Schluss abfallen. Außerdem gibt es auch
einige Proteinähnlichkeitsgraphen mit höheren Lösungsgrößen von bis zu sechs oder
sieben, allerdings haben sehr viele Proteinähnlichkeitsgraphen eine kleinere Lösung.
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Wir konnten allerdings für keinen Graphen eine Lösung größer als sieben berechnen.
Unsere Vorhersage für den Schwierigkeitsgrad der einzelnen Graphklassen am Ende
von Abschnitt 1.4.3 wird größtenteils bestätigt. Die Ausnahmen davon sind die Inter-
aktionsgraphen, von denen wir unerwarteter Weise selbst den kleinsten mit 16 Knoten
nicht lösen konnten und die synthetischen Clustergraphen mit p = 5%, die sich deutlich
besser als erwartet im Vergleich zu den Gilbertgraphen mit p = 19% lösen lassen.

Die Zeit zum Lösen der Graphen korreliert mit der durchschnittlichen optimalen Lö-
sungsgröße (siehe Abbildungen 3.13 und 3.14). Außerdem wird aus den verschiedenen
Laufzeiten der einzelnen synthetischen Graphklassen deutlich, dass für die von unge-
lösten Graphen die Laufzeit wesentlich stärker von der Größe der optimalen Lösung
abhängig ist als von der Knotenanzahl des Graphen.
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Abbildung 3.13: Durchschnittliche Lauf-
zeit der Gilbertgraphen
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Abbildung 3.14: Durchschnittliche Lauf-
zeit der synthetischen Clustergraphen

Wir betrachten als Nächstes die Variante einmalig alle Optimierungsansät-
ze anzuwenden, bevor wir den Suchbaumalgorithmus für das optimale P5-frei-
Editierungsproblem starten. Zunächst teilen wir den Graph in seine Zusammenhangs-
komponenten auf und behandeln jede von ihnen wie ein eigenständiges Problem, wie
beschrieben in Abschnitt 3.5.1. Danach führen wir die Universalknotenreduktion 3.2,
die Blattannotation 3.2 und die verbesserte Version der Blattreduktion 3.3 durch. Die P5-
frei-Reduktionsregel wird durch das trennen der Zusammenhangskomponenten obsolet.
Anschließend berechnen wir die untere Schranke für jede Zusammenhangskomponente
mit dem greedy-10-HS-Algorithmus. Mit dieser Schranke führen wir abschließend die
CIS-Reduktion 3.3 durch. Außerdem initialisieren wir den Parameter k des Suchbaum-
algorithmus mit der berechneten unteren Schranke. Einzig die Annotation aller bereits
editierten Knotenpaare 3.1 wird nach jeder Verzweigung im Suchbaum angewendet.
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Unsere Tests ergeben, unabhängig vom gewählten Algorithmus zur P5-Suche, nur
eine minimale Änderung der Leistung. So können etwa 30 Graphen mehr gelöst werden,
während sich an der Laufzeit nichts ändert. Daher gehen wir direkt zur nächsten Variante
über.

In der letzte Variante führen wir wieder vorher alle Optimierungen der vorherigen
Variante durch. Zusätzlich schätzen wir nun nach jeder Verzweigung im Suchbaum die
benötigte Änderungsanzahl mit dem greedy-10-HS-Approximationsalgorithmus ab. Da
wir hierfür jeweils alle P5s berechnen müssen, nutzen wir dieses Zwischenergebnis um
den P5 zu suchen, dessen Knotenpaare in den meisten anderen P5s enthalten sind. Au-
ßerdem verwenden wir den Ansatz des gezielten Verzweigens aus Abschnitt 3.5.2, in-
dem wir zunächst die Knotenpaare des P5s editieren, die in den meisten anderen P5s
enthalten sind.

10 12 14 16 18 20
Knotenanzahl

2

4

6

8

10

D
u
rc

h
sc

h
n
it

tl
ic

h
e
 A

n
za

h
l 
a
n
 b

e
n
ö
ti

g
te

n
 K

a
n
te

n
ä
n
d
e
ru

n
g
e
n

Datenreduktion + untere Schranken + gezieltes Verzweigen:
  Gilbertgraphen

Gilbertgraphen (p=51%)
Gilbertgraphen (p=36%)
Gilbertgraphen (p=19%)
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Abbildung 3.16: Durchschnittliche op-
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Clustergraphen

Im Vergleich zu den den vorherigen Varianten konnten wir die Leistungsfähigkeit
deutlich steigern. So steigt, wie in Abbildung 3.15 zu sehen, die maximal gefundene
Lösungsgröße für die Gilbertgraphen um etwa drei und für die synthetischen Cluster-
graphen und die Proteinähnlichkeitsgraphen sogar um noch mehr (Abbildung 3.16).
Auffallend ist, dass der Algorithmus nun einige sehr große Lösungen findet, während
er bisher eine einheitliche Obergrenze hatte. Die größte gefundene Lösung liegt bei 37
für einen Graphen aus der Klasse der Proteinähnlichkeitsgraphen. Wir erklären dies über
das Zusammenspiel von unteren Schranken und gezielten Verzweigen. Falls die untere
Schranke bereits die optimale Lösungsgröße ist, besteht durch das gezielte Verzweigen
eine relativ hohe Wahrscheinlichkeit die richtigen Editierungen zu finden, obwohl nur
ein Bruchteil des Suchraumes abgearbeitet werden kann. Die Variante nach jedem Ver-
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zweigen erneut eine Datenreduktion durchzuführen konnte keine besseren Ergebnisse
liefern.

Bisher konnten wir mit keiner der Varianten einen der Interaktionsgraphen lösen.
Daher haben wir ein weiteren Testdurchlauf mit bis zu sechs Stunden pro Graph für die
Klasse der Interaktionsgraphen durchgeführt. Dabei haben wir die bisher erfolgreichs-
te Variante verwendet, in jedem Schritt erneut die untere Schranke zu berechnen und
gezielt zu verzweigen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 dargestellt.

Graph Gelöst? greedy-10-HS k am Ende Verzweigungen Zeit
Hochlandstämme Nein 6 13 4.724.500 6h
Karate Club Graph Ja 10 13 21.161 416s
Jazz Musiker Nein Speicherfehler
translation Nein 238 242 78 6h
cell-cycle Nein 155 156 465 6h
transcription Nein 139 140 778 6h

Tabelle 3.1: Überblick über die Ergebnisse der Interaktionsgraphen nach sechs Stunden
Laufzeit; k am Ende ist der höchste Wert für den Parameter k, mit dem der Algorithmus
zur Laufzeit versucht hat eine optimale Lösung zu finden. Der Wert stellt daher eine
untere Schranke dar.
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Abbildung 3.17: Zachary-Karate-Club-Graph nach P5-frei-Editierung: Die Färbung der
Knoten repräsentiert die Clubzugehörigkeit des Mitglieds nach der Trennung. Rot mar-
kierte Kanten wurden gelöscht.

Der Karate-Club-Graph konnte als einziger Graph mit knapp sieben Minuten Lauf-
zeit innerhalb der vorgegebenen Zeit gelöst werden. Die Abbildung 3.17 zeigt den
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Karate-Club-Graph und die dreizehn notwendigen Editierungen, um ihn zu einem P5-
freien Graph zu transformieren. Die dreizehn gelöschten Kanten wurden mit rot mar-
kiert. Es wurde keine neue Kante hinzugefügt. Interessanterweise erhalten wir genau
die beiden gleichen Gruppen wie Zachary, sodass wir ebenfalls einzig Knoten 9 falsch
klassifizieren. Von den dreizehn Editierungen werden zehn benötigt um die beiden Grup-
pen zu trennen und drei weitere, um innerhalb der Zusammenhangskomponenten mit
Knoten 34 die P5s aufzulösen. Die andere Zusammenhangskomponente mit dem Kno-
ten 1 ist sogar ein natürlicher P5-freier Graph. Um die Qualität dieser Lösung besser
bewerten zu können, haben wir außerdem die optimalen Lösungen für das P3-frei-
Editierungsproblem sowie das P4-frei-Editierungsproblem für den Karate-Club-Graph
berechnet. 1 Die entsprechenden Abbildungen 5.1 und 5.2 befinden sich im Anhang. Um
eine optimale P3-freie Lösung zu erhalten, müssen 50 Editierungen im Graph durchge-
führt werden. Der transformierte Graph besteht aus vielen kleinen Zusammenhangs-
komponenten und entspricht damit nicht dem gewünschten Ergebnis. Die optimale P4-
freie Lösung hingegen klassifiziert die Knoten ebenfalls genau wie Zachary. Allerdings
werden dafür insgesamt 20 Editierungen benötigt, also sieben mehr als für eine optimale
Lösung des P5-frei-Editierungsproblems notwendig sind. Zusammenfassend lässt sich
sagen, dass das P5-frei-Modell für den Karate-Club-Graph ein sehr gutes Modell ist.

Eine genauere Analyse des Hochlandstämme-Graph ergibt, dass dieser in seiner ur-
sprünglichen Variante ein gewichteter Graph ist, der sowohl Freundschaften als auch
Feindschaften zwischen den Stämmen modelliert. Das P5-frei-Modell ist allerdings für
Graphen mit einer Kern-Peripherie-Struktur gedacht, welche bei dieser Mischung aus
Freundschaften und Feindschaften nicht zu erwarten ist. Ein erneuter Lösungsversuch,
auf dem Graphen der nur die Freundschaftsverhältnisse enthält, konnte innerhalb von
0,2 Sekunden durchgeführt werden und ergab eine optimalen Lösung mit zwei Editie-
rungen, welche die Stämme in zwei Gruppen einteilt. Zwischen den Stämmen beider
Gruppen gibt es 22 Feindschaften, aber auch innerhalb der beiden Gruppen gibt es ins-
gesamt 7 Feindschaften.

Weil wir keinen der Proteininteraktionsgraphen exakt lösen konnten, können wir
keine genaue Aussage dafür treffen, ob das P5-frei-Modell für die Proteininteraktions-
graphen geeignet ist, auch wenn wir die optimale Lösungsgröße für das Split-Cluster-
Graphen-Editieren kennen [9]. Diese stellen eine obere Schranke dar, weil Split-Cluster-
Graphen keine P5s enthalten (siehe Tabelle 3.2).

1Für die Berechnung der optimalen P3-freien beziehungsweise P4-freien Lösung sind nur minimale
Änderungen am Code für die P5-freie Lösung notwendig. Die Datenreduktions- und Annotationsregeln
müssen deaktiviert werden.
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Graph translation cell-cycle transcription
k am Ende 242 156 140
k Split-Cluster-Graph 308 321 273

Tabelle 3.2: Vergleich für die Proteininteraktionsnetzwerke zwischen dem höchsten
getesteten Parameterwert k während der sechs Stunden Laufzeit für das P5-frei-
Editierungsproblem und der Größe der optimalen Lösungen für das Split-Cluster-Graph-
Editieren

An der geringen Anzahl an Verzweigungen für die drei biologischen Interaktionsgra-
phen wird der Schwachpunkte unserer letzten Suchbaumvariante deutlich. Wir benöti-
gen für große Graphen mit vielen P5s zu viel Zeit zum Berechnen der unteren Schranke.
Abhilfe könnte die in Abschnitt 3.5.3 vorgestellte P5-Liste schaffen.

3.7 Fazit

Abschließend lässt sich sagen, dass das Finden einer optimalen Lösung für das P5-frei-
Editierungsproblem im Vergleich zu anderen ähnlichen Problemen sehr aufwendig ist,
weil es einen sehr hohen Verzweigungsgrad für den Suchbaum aufweist und es außer-
dem keinen Kern in polynomieller Größe gibt. Wir konnten jedoch mit Hilfe von un-
teren Schranken für den Parameter k sowie gezieltem Verzweigen die Suchtiefe des
naiven Suchbaumalgorithmus für das optimale P5-frei-Editierungsproblem verbessern
und haben zusätzlich auch eine heuristische Chance für noch schwerere Probleme eine
Lösung zu finden. Unsere Implementierung ist insbesondere für unzusammenhängende
Graphen beliebiger Größe geeignet, solange alle Zusammenhangskomponenten einzeln
eine kleine optimale Lösungsgröße von in etwa zehn Editierungen haben.

Unsere Ergebnisse decken sich mit den Voraussagen darüber wie schwer die einzel-
nen Graphklassen zu lösen sein würden. Dies stützt die Annahme über den Zusammen-
hang zwischen der Anzahl der in den Graphen enthaltenen P5s und der Strukturähn-
lichkeit zu P5-freien Graphen. Die Proteinähnlichkeitsgraphen ließen sich für größere
Graphen sogar besser lösen als die synthetischen Clustergraphen, dies stützt die These,
dass das P5-frei-Modell gut zu diesen Graphen passt.

Wir konnten bezüglich der Wahl des P5-Suchalgorithmus keine signifikanten Aus-
wirkungen auf die Laufzeit feststellen. Jedoch ist es erwähnenswert, dass der relativ ein-
fache Ansatz der Endpunktsuche in der Praxis bessere Ergebnisse liefert als der Hoàng-
Algorithmus mit der besten Laufzeitklasse.

Letztlich konnten wir mit unseren Datenreduktionsregeln ebenfalls keine signifikan-
te Verbesserung der praktischen Laufzeit erreichen.
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Leider konnten wir mit unserer Implementierung die Proteininteraktionsnetzwerke nicht
lösen und daher auch nicht überprüfen, ob das P5-frei-Modell für die Suche nach Prote-
inkomplexen geeignet ist, sodass dies vorerst eine offene Frage bleibt.

Mit Hilfe von Ganzzahliger linearer Optimierung (englisch integer linear program-
ming (ILP)) wurde sowohl die Suche nach einer optimalen Lösung für das P3-frei-
Editierungsproblem [11] als auch für das P4-frei-Editierungsproblem [12] erfolgreich
gelöst. Insbesondere für das Split-Cluster-Graph-Editierungsproblem konnte eine effi-
ziente Formulierung gefunden werden, mit der sich sogar die drei Proteininteraktions-
netzwerke lösen lassen [9]. Daher könnte der ILP-Ansatz auch für das optimale P5-frei-
Editierungsproblem erfolgreich sein.

Alle angesprochenen Verbesserungsansätze haben keine nachweisliche Auswirkung
auf die theoretische Laufzeit des Suchbaumalgorithmus. Dafür sind beispielsweise An-
sätze notwendig, die entweder den Verzweigungsgrad senken oder Datenreduktionsre-
geln, welche die notwendigen Editierungen erkennen können und somit die Suchbaum-
tiefe verringern. Interessant wäre es außerdem, die in Abschnitt 3.5.3 angesprochene
P5-Liste zu realisieren, um nicht nach jeder Verzweigung des Suchbaumes erneut alle
P5s berechnen zu müssen.

Ein weiteres in dieser Arbeit unbehandeltes Thema ist, anstelle einer optimalen Lö-
sung des P5-frei-Editierungsproblems eine approximative Lösung zu suchen, falls eine
optimale Lösung nicht notwendig ist.
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Anhang

Inhalt des beigelegten Datenträgers

Dieser Arbeit liegt ein Datenträger mit den folgenden Dateien bei.

• eine digitale Version dieser Arbeit

• der Quellcode für die implementierten Algorithmen

• die verwendeten Testgraphen

• der Code zur Generierung der synthetischen Clustergraphen sowie der syntheti-
schen P5-freien Graphen
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Zusätzliche Abbildungen
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Abbildung 5.1: Zachary-Karate-Club-Graph nach optimaler P3-frei-Editierung: Die Fär-
bung der Knoten repräsentiert die Clubzugehörigkeit des Mitglieds nach der Trennung.
Rot markierte Kanten wurden gelöscht, grüne markierte neu hinzugefügt.
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Abbildung 5.2: Zachary-Karate-Club-Graph nach optimaler P4-frei-Editierung: Die Fär-
bung der Knoten repräsentiert die Clubzugehörigkeit des Mitglieds nach der Trennung.
Rot markierte Kanten wurden gelöscht, grüne markierte neu hinzugefügt.
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