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Zusammenfassung

Zahlreiche Planungsprobleme, wie die Zuweisung von Fahrzeugen im Corporate Car Sha-
ring, lassen sich als NP-schweres LISTENFARBUNGS-Problem modellieren. Dabei ist ein
ungerichteter Graph, eine Farbmenge und fiir jeden Knoten eine Liste von zuléssigen
Farben der Farbmenge gegeben. Gesucht ist eine Farbung aller Knoten, sodass benach-
barte Knoten unterschiedlich gefarbt sind und jeder Knoten mit einer Farbe aus seiner
zuléssigen Farbliste gefdarbt wird. Dieses Problem lésst sich auf das Problem der INKRE-
MENTELLEN LISTENFARBUNG erweitern, indem zusétzlich eine zuléssige Féarbung fiir
alle Knoten bis auf einen gegeben ist. Damit kénnen inkrementelle Planungsprobleme,
wie die Zuweisung eines Fahrzeugs zu einer neuen Buchung im Corporate Car Sharing,
modelliert werden.

In dieser Arbeit wird die NP-Vollstdndigkeit von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
mit Hilfe des Spezialfalls auf vollstdndige Splitgraphen gezeigt. Des Weiteren wird ge-
zeigt, dass es eine Reduktion, welche die strukturellen Eigenschaften der Eingabe in
gewisser Weise beibehilt, auf das Problem INKREMENTELLE FARBENREICHE STABILE
MENGEN existiert, sodass Algorithmen zum Losen von INKREMENTELLE FARBENREI-
CHE STABILE MENGEN genutzt werden konnen, um das Problem INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG zu losen.

Zusétzlich werden Datenreduktionsalgorithemen mit polynomieller Laufzeit vorge-
stellt, welche giiltige Eingaben fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf dquivalente
Eingaben mit bestimmten strukturellen Eigenschaften einschranken.

Zum Losen des Problems werden drei Suchbaumalgorithmen und zwei dynamische
Programme vorgestellt. Die Laufzeiten der Algorithmen werden anschliefend beziiglich
der Anzahl der Intervalle und der Anzahl der Farben mit Hilfe von kiinstlich erzeugten
Testinstanzen experimentell analysiert.






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 9

2 Grundlegende Definitionen und speziellere Probleme 13

2.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . .. ..o 13

2.2 Vollstandig Farbenreiche Stabile Menge . . . . . . . . .. ... ... ... 15
2.3 Inkrementelle Listenfirbung und Inkrementelle Vollstéindig Farbenreiche

Stabile Menge . . . . . . . ... 15

3 Komplexitit 17

3.1 NP-Vollstéandigkeit von Listenfarbung und Inkrementelle Listenfarbung . 17
3.2 NP-Vollstéandigkeit von Vollstdndig Farbenreiche Stabile Menge und In-

krementelle Vollstéindig Farbenreiche Stabile Menge . . . . . . . . . . .. 26

4 Datenstrukturen fiir Intervallgraphen und Farbmengen 33
5 Vorverarbeitung der Eingabe 35
5.1 Kompakte Intervallgraphen . . . . . . .. .. ... 0oL 35
5.2 Datenreduktion . . . . . ... Lo 36
5.2.1 FEindeutige Farbbarkeit . . . . . . . .. ... 00000 37

5.2.2 Lokal einzigartige Farben . . . . . . . .. ... .00 41

5.2.3 Pseudofahrzeugklassen . . . . . . .. .. ... ... ... ... 45

5.2.4 Reduzieren auf eine Zusammenhangskomponente . . . . . . . .. 51

5.2.5  Gewonnene strukturelle Eigenschaften durch Datenreduktion . . . 54

6 Algorithmen zum Losen der Problemstellung 59
6.1 Suchbaumalgorithmen . . . . . . .. ... ... o0 59
6.1.1 Verzweigung iiber Farben . . . . . . . . .. ... ... 59

6.1.2 Verzweigung iiber Farben unter Beriicksichtigung der Teillosung . 60

6.1.3 Verzweigung iiber Intervalle . . . . . . ... ... ... ... ... 60

6.2 Dynamische Programme . . . . . . . ... ... ... L. 61
6.2.1 Mit Parameter |C| der Anzahl der Farben . . . . ... ... ... 61

6.2.2 Mit Parameter () der maximalen Anzahl von Live-Farben . . . . . 62

7 Experimentelle Auswertung 63
7.1 Implementierungsdetails . . . . . . .. . .. ..o 63
7.2 FErzeugung kiinstlicher Testinstanzen . . . . . . . . ... . ... ... .. 63
7.3 Experimentelle Ergebnisse . . . . . .. ..o 00000 65



Inhaltsverzeichnis

8 Ausblick

Literatur

71
73



1 Einleitung

Viele Unternehmen stellen ihren Mitarbeitern zur beruflichen und/oder privaten Nut-
zung Fahrzeuge zur Verfiigung. Dies kann durch personliche Dienstwagen fiir Mitarbeiter
oder durch Corporate Car Sharing mit Poolfahrzeugen umgesetzt werden. Dabei bietet
die Umsetzung mit personlichen Dienstwagen fiir Mitarbeiter die hochste Mobilitét, da
der Dienstwagen zu jedem Zeitpunkt genutzt werden kann. Beim Corporate Car Sha-
ring werden Unternehmensfahrzeuge in einem Fahrzeugpool mehreren Mitarbeitern zur
Verfiigung gestellt. Dabei ist die Anzahl der Fahrzeuge im Fahrzeugpool meist deutlich
kleiner als die Anzahl der Mitarbeiter, welche Fahrzeuge aus dem Fahrzeugpool nut-
zen diirfen. Die Mitarbeiter konnen die Fahrzeuge je nach Bedarf und Verfiigung fiir
dienstliche oder private Zwecke nutzen. Da so mehrere Personen ein Fahrzeug nutzen,
ist Corporate Car Sharing wesentlich kostengiinstiger und nachhaltiger in der Nutzung
der Fahrzeuge. Durch die damit einhergehenden Kostenersparnisse ist dieses Konzept
auch fiir kleine Unternehmen attraktiv.

Damit ein Mitarbeiter beim Corporate Car Sharing ein Fahrzeug nutzen kann, muss
dieser angeben, iiber welchen Zeitraum das Fahrzeug benutzt werden soll und welche
zusitzlichen Kriterien, wie zum Beispiel einen grofien Kofferraum, das Fahrzeug mindes-
tens erfiillen soll. Im Folgenden wird dies als Buchungswunsch bezeichnet. Anhand des
Buchungswunsches wird dem Nutzer durch einen Fahrzeugzuweisungsalgorithmus, wenn
moglich, ein passendes Fahrzeug aus dem Fahrzeugpool zugewiesen, wodurch aus dem
Buchungswunsch eine akzeptierte Buchung wird. Um méglichst viele Buchungswiinsche
zu erfiillen, wird dem Nutzer erst kurz vor Buchungsbeginn mitgeteilt, welches Fahrzeug
ihm zugewiesen wurde. Dadurch hat der Algorithmus die Moglichkeit bereits akzeptier-
ten Buchungen andere, den Kriterien der jeweiligen Buchung entsprechende Fahrzeu-
ge zuzuweisen. Das hier beschriebene Problem ist ein typisches Planungsproblem auf
Intervallgraphen, welches in verschiedenen Anwendungsbereichen gelost werden muss
[Kol+07]. Dabei ist ein Intervallgraph G = (V, E) ein Graph, dessen Knoten auf der
Zeitachse als rechtsoffene Intervalle dargestellt werden kénnen, welche genau dann be-
nachbart sind, wenn sich die Intervalle iiberschneiden.

Wie viele andere Planungsprobleme lésst sich das Problem der Zuweisung von Fahr-
zeugen im Corporate Car Sharing als NP-schweres Problem der LISTENFARBUNG auf In-
tervallgraphen modellieren. Dieses Problem wurde von Erdés, Rubin und Taylor [ERT79]
eingefiihrt und ist wie folgt definiert:

LISTENFARBUNG [LF]

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine Farbmenge C' und fiir jeden
Knoten v € V eine Liste L : V — 2 von zuléissigen Farben.

Frage: Gibt es fiir G eine L-zuldssige Farbung colg?
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Abbildung 1.1: Hier wird das Planungsproblem im Corporate Car Sharing als Problem
der LISTENFARBUNG auf Intervallgraphen dargestellt.

Dabei ist eine Funktion colg : V' — C eine L-zuldssige Farbung, wenn jedem Kno-
ten eine Farbe aus der entsprechenden Liste zugewiesen wird und benachbarte Knoten
unterschiedliche Farben zugewiesen bekommen.

Das Problem der Zuweisung von Fahrzeugen ldsst sich wie in Abbildung 1.1 dargestellt
modellieren. Dabei entspricht jedes Intervall des Intervallgraphen G einer Buchung B;.
Die Farbmenge C' entspricht der Menge aller Fahrzeuge und die Listen von zuléssigen
Farben entsprechen den Fahrzeugen, welche die Buchungskriterien erfiillen. Da die Inter-
valle den Buchungen und die Farben den Fahrzeugen entsprechen, weist eine L-zuldssige
Féarbung colg jeder Buchung ein Fahrzeug und sich iiberschneidenden Buchungen unter-
schiedliche Fahrzeuge zu.

Weitere Anwendungen, welche durch das Problem der LISTENFARBUNG auf Intervall-
graphen modelliert werden konnen, sind zum Beispiel die Kanalzuweisung von Mesh-
Netzwerken und die Registerzuordnung fiir Rechenoperationen. Bei dem Kanalzuwei-
sungsproblem fiir Mesh-Netzwerke sind die verfiigharen Frequenzen durch die Hardware
beschrénkt und zwei Gerédte konnen aufgrund von Interferenzen nicht gleichzeitig auf
einer Frequenz senden [Ram+06]. Bei der Registerzuordnung fiir Rechenoperationen be-
sitzen die Recheneinheiten unterschiedliche Funktionalitaten [ZW03].

In dieser Arbeit wird das Problem der LISTENFARBUNG um die Eingabe einer zulés-
sigen Farbung fiir alle Knoten bis auf einen erweitert. Diese Erweiterung des Problems
wird INKREMENTELLE LISTENFARBUNG genannt. Des Weiteren wird gezeigt, dass eine
giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf eine dquivalente Eingabe
mit dhnlichen strukturellen Eigenschaften fiir INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FAR-
BENREICHE STABILE MENGE reduziert werden kann, sodass die von van Bevern, Mnich,
Niedermeier und Weller [Bev-+15] eingefithrten parametrisierte Algorithmen zum Fin-
den von stabilen Mengen genutzt werden kénnen um das Problem INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG zu losen. Des Weiteren werden Datenreduktionsalgorithmen mit einer
polynomiellen Laufzeit von O(|C|-n*logn) vorgestellt. Mit Hilfe dieser Algorithmen wird
jede giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf eine dquivalente Einga-
be fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG oder LISTENFARBUNG mit bestimmten struk-
turellen Eigenschaften reduziert. Zum Losen von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
werden fiinf Algorithmen vorgestellt, zwei dynamische Programme mit Laufzeit O(2/¢l.n)
und O(29 - n) sowie ein Suchabaumalgorithmus mit Laufzeit O(II! - n) zum Losen

10



von INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE und zwei Such-
baumalgorithmen zum Loésen von LISTENFARBUNG beziehungsweise zum Losen von IN-
KREMENTELLE LISTENFARBUNG mit einer Laufzeit von O(|C|" - n).

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden die grundlegende Notation und
Definitionen zusammengefasst. Des Weiteren wird das Problem LISTENFARBUNG erwei-
tert, sodass die erweiterten Probleme direkt das Corparate Car Sharing Problem losen,
in welchem inkrementell neue Buchungswiinsche dazukommen. In Kapitel 3 wird bewie-
sen, dass die in dieser Arbeit zu lésenden Probleme NP-vollsténdig sind. In Kapitel 4
wird eine Datenstruktur fiir Intervallgraphen und eine Datenstruktur fiir Farbmengen
vorgestellt. In Kapitel 5 werden Datenreduktionsalgorithmen vorgestellt, um die Eingabe
auf eine dquivalente Eingabe mit bestimmten strukturellen Eigenschaften zu reduzieren.
Anschlieflend werden in Kapitel 6 Algorithmen zum Losen der Probleme LISTENFAR-
BUNG, INKREMENTELLE LISTENFARBUNG und VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABI-
LE MENGE erldautert. Darauffolgend findet in Kapitel 7 eine experimentelle Auswertung
der implementierten Algorithmen statt. Abschliefend wird in Kapitel 8 ein Ausblick
iiber die Inhalte der Arbeit und weitere sich daraus entwickelnde Themen gegeben.
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2 Grundlegende Definitionen und
speziellere Probleme

In diesem Kapitel werden in Abschnitt 2.1 die fiir diese Arbeit wichtigen grundlegen-
den Notationen und Definitionen zusammengefasst. In Abschnitt 2.2 wird das Problem
VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE definiert und der Zusammenhang zum
Corporate Car Sharing erldautert. Abschliefend werden in Abschnitt 2.3 die Probleme
INKREMENTELLE LISTENFARBUNG und INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREI-
CHE STABILE MENGE definiert, welche es fiir das Planungsproblem im Corporate Car
Sharing zu losen gilt.

2.1 Grundlegende Definitionen

Alle in diesem Abschnitt angegeben grundlegende Notationen und Begriffe sind d&hnlich
zu denen von Diestel [Diel6]. In dieser Arbeit werden nur ungerichtete endliche Gra-
phen G = (V, F) mit Knotenmenge V(G) und Kantenmenge F(G) betrachtet. Falls
bekannt ist, von welchem Graphen gesprochen wird, wird die Knotenmenge und Kan-
tenmenge mit V' und E bezeichnet. Die Anzahl der Knoten wird mit n := |V| und die
Anzahl der Kanten mit m := |E| bezeichnet. In einem Graphen G = (V, E) sind zwei
Knoten v,w € V benachbart, wenn {v, w} € E gilt. Die Nachbarschaft N¢g(v) eines Kno-
tens v € V aus G ist die Menge aller benachbarten Knoten von v mit Ng(v) N {v} = 0.
Ein Graph G' = (V' E’) ist ein Subgraph von G = (V| E), wenn V' eine Teilmenge
von V ist und E’ eine Teilmenge von E ist. Der Graph G[V'] = (V', E') ist ein indu-
zierter Subgraph von G = (V, E), wenn V' eine Teilmenge von V ist und E’ alle Kanten
zwischen Knoten aus V’ enthélt, die auch in E enthalten sind, das heifit es gilt V' C V
und £’ = {{u,v} € E | u,v € V'}. Sei ein Graph G = (V, E) und ein Knoten v € V
gegeben, dann ist G —v := G [V \ {v}] definiert als induzierter Subgraph von G, welcher
durch die Knotenmenge V' \ {v} entsteht. Ein Pfad in G von Knoten v; zu Knoten v ist
ein Tupel (vi,va,...,v;) € V! von Knoten mit {v;, v;11} € F fiiri € {1,...,1—1}. Dabei
wird vy als Startknoten und v; als Endknoten des Pfades (vy,vs, ..., v;) bezeichnet.
Eine Knotenmenge C' C V ist eine Clique in G, wenn sie nur paarweise benachbarte
Knoten enthélt, das heiit es gilt {v,w} € F fiir alle v,w € C mit v # w. Eine Cli-
que C' C V heiit mazimale Clique, wenn es keine grofiere Clique C' C V mit |C] < ||
gibt. Sei G ein Graph, dann ist die Cliqguenzahl w(G) die Anzahl der Knoten der maxi-
malen Clique in G. Eine Knotenmenge S C V ist eine stabile Menge in GG, wenn sie nur
paarweise nicht benachbarte Knoten enthélt, das heifit es gilt {v, w} ¢ E fur allev,w € S
mit v # w. Eine Menge M C V ist eine Knoteniiberdeckungsmenge von G, wenn fiir alle
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2 Grundlegende Definitionen und speziellere Probleme

Kanten {v,w} € E mindestens v € M oder w € M gilt, das heifit M enthélt mindestens
einen Knoten jeder Kante aus E. Ein Graph G heifit zusammenhdngend, falls es fiir alle
Knoten v,w € V einen Pfad in G mit v als Startknoten und w als Endknoten gibt. Ei-
ne Zusammenhangskomponente von G ist ein maximal zusammenhéngender induzierter
Subgraph von G.

Eine Farbmenge C' := {1,2,...,k} ist eine Menge von natiirlichen Zahlen. Fiir eine
Farbmenge C' und einen Graph G = (V, E) ist die Zuweisung colg : V' — C eine Fdarbung
von G. Fiir den Graph G mit der Farbung colg, ist die Menge S C V eine farbenrei-
che stabile Menge, wenn S eine stabile Menge ist und wenn fiir alle Knoten v,w € S
mit v # w colg(v) # colg(w) gilt. Eine zuldssige Féarbung fiir den Graphen G ist ei-
ne Zuweisung von Farben auf Knoten v € V., sodass col(v) # col(w) fiir jede Kante
{v,w} € E gilt. Sei G ein Graph, dann ist die chromatische Zahl x(G) die kleinste
Zahl k, sodass eine zuldssige Farbung colg mit der Farbmenge {1,...,k} existiert. Sei
zu der Farbmenge C' und dem Graphen G fiir jeden Knoten v € V eine Liste von
zuldssigen Farben durch L : V — 2¢ gegeben, dann ist die Zuweisung colg : V — C eine
L-zulissige Féirbung von G, wenn colg(v) € L(v) fur alle v € V und colg(v) # colg(w)
fir alle {v,w} € E gilt. Sie L eine Zuweisung, welche jedem Knoten aus V' eine Liste
von zuldssigen Farben aus der Farbmenge C' zuweist, dann heiit L[V'] fiir die Knoten-
menge V' C V die L-induzierte Zuweisung, welche jedem Knoten aus V' die gleiche
Liste von zulédssigen Farben aus der der Farbmenge C' zuweist. Das heifit fiir V/ C V
gilt L[V'] : V' — 2° mit L[V’](v) = L(v) fiir alle Knoten v € V’. Fiir einen Gra-
phen G, eine Farbmenge C' mit Teilmenge ¢’ C C und einer Farbung colg : V — C
ist VIC'] .= {v € V| colg(v) € C'} als die induzierte Knotenmenge beziiglich der
Farbmenge C'" definiert.

Ein Intervallgraph G = (V, E) ist ein Graph, dessen Knoten auf der Zeitachse als
rechtsoffene Intervalle dargestellt werden konnen und genau dann benachbart sind, wenn
die Intervalle sich iiberschneiden. Sei i ein Intervall der Intervalldarstellung des Inter-
vallgraphen G, dann ist v; € V' als der zugehorige Knoten in G definiert. Ein Graph G
heif3t perfekt, wenn fiir jeden induzierten Subgraphen von GG die chromatische Zahl gleich
der Cliquenzahl ist, das heifit es gilt x(G') = w(G’) fiir alle induzierten Subgraphen G’
von G. Jeder Intervallgraph ist ein perfekter Graph.

Ein Algorithmus besitzt eine polynomielle Laufzeit, wenn die Laufzeit hochstens po-
lynomiell mit der Gréfle der Eingabe n wichst, das heifit es gilt fiir den Algorithmus
T'(n) = O(n*) fiir eine natiirliche Konstante k.

Parametrisierte Algorithmen sind Algorithmen dessen Laufzeit durch ein Parame-
ter k des zu losenden Problems bestimmt wird. Ein Problem ist fized-parameter tractable
(FPT) beziiglich Parameter k, wenn ein Algorithmus existiert, welcher jede Instanz des
Problems mit Gréfie n in einer Laufzeit von f(k) - p(n) 16st, wobei f eine berechenba-
re Funktion und p ein beliebiges Polynom ist. Das heifit parametrisierte Algorithmen
akzeptieren exponentielle Laufzeiten, was fiir das Losen von NP-schweren Problemen
derzeit sowieso unumgénglich ist, und konnen zugleich fiir kleine Parameter k effizient
sein [Bev+15].
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2.2 Vollstédndig Farbenreiche Stabile Menge

2.2 Vollstandig Farbenreiche Stabile Menge

Da in dieser Arbeit das Problem LISTENFARBUNG auf Intervallgraphen mit Hilfe von
angepassten parametrisierten Algorithmen zum Finden von stabilen Mengen von van
Bevern, Mnich, Niedermeier und Weller gelost wird [Bev+15], wird in diesem Abschnitt
das Problem VFSM eingefiihrt und der Zusammenhang zum Corporate Car Sharing
hergestellt. Das Problem ist wie folgt definiert:

VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE [VFSM]

Eingabe: Ein Graph G = (V,E), eine Farbmenge C' und eine Farbung
colg : V = C.

Frage:  Gibt es fiir G eine farbenreiche stabile Menge der Grofie |C7

Im Folgenden wird das Problem VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE mit
VFSM abgekiirzt. Da VFSM ein allgemeineres Problem ist, als fiir den Anwendungsfall
benétig wird, wird die Eingabe (G, C, colg) so eingeschriankt, dass giiltige Eingaben nur
Instanzen sind, welche dem Anwendungsfall im Corporate Car Sharing entsprechen.

Sei G = (V, E) ein Graph und K; mit ¢ € {1,...,k} die Knotenmengen der Zusam-
menhangskomponenten von G. Sei C' eine Farbmenge und colg : V' — C' eine Féarbung
fir G. Dann ist G farbenreich beziiglich der Zusammenhangskomponenten, wenn je-
der Knoten aus einer Zusammenhangskomponente mit einer unterschiedlichen Farbe
gefarbt wird. Das heiit fiir jede Knotenmenge K; gilt colg(v) # colg(w) fir alle Kno-
ten v,w € K; mit v # w. Der Graph G ist farbkonsistent, wenn eine Menge Eo C ((;)
existiert, sodass fiir jede Zusammenhangskomponente gilt, dass fiir alle Knoten v, w € V'
{colg(v), colg(w)} € E¢ gilt, genau dann wenn {v, w} € E gilt.

Sei der Graph G mit Farbmenge C' und Féarbung cols farbenreich beziiglich der Zu-
sammenhangskomponenten und farbkonsistent. Dann entspricht G, C' und colg einer
Instanz, welche mit dem Planungsproblem beim Corporate Car Sharing {ibereinstimmt.
Eine solche Instanz ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Die Farbmenge C entspricht der
Menge aller Buchungen B; und die Intervalle B;; in G entsprechen den zuweisbaren
Fahrzeugen aller Buchungen B;. Das heif§t, wenn fiir Buchung B; das Fahrzeug j ein zu-
weisbares Fahrzeug ist, so wird dies als Intervall B; ; in G abgebildet. Die Féarbung colg
farbt die Intervalle so, dass Intervalle die Farbe der Buchung erhalten, aus der sie er-
zeugt wurden. Da die Farbmenge den Buchungen entsprechen, weifit eine farbenreiche
stabile Menge S fiir G mit Grofle |S| = |C] jeder Buchung genau ein Fahrzeug zu. Da S
eine stabile Menge in G ist, wird keinen sich iiberschneidenden Buchungen das gleiche
Fahrzeug zugewiesen.

2.3 Inkrementelle Listenfarbung und Inkrementelle
Vollstandig Farbenreiche Stabile Menge

Mit der Annahme, dass Buchungswiinsche inkrementell vom Algorithmus abgearbeitet
werden, folgt, dass der Algorithmus zum Zeitpunk der Abarbeitung eines neuen Bu-
chungswunsches eine Losung fiir alle bis zu diesem Zeitpunk akzeptierten Buchungen
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2 Grundlegende Definitionen und speziellere Probleme
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Abbildung 2.1: Hier wird das Planungsproblem im Corporate Car Sharing als Problem
von VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE dargestellt.

kennt. Um dies mit den Problemen LF und VFSM abbilden zu kénnen, werden diese
um die bekannte Teillosung erweitert. Dabei wird die Eingabe von LF um einen Kno-
ten v* € V und eine L-zuldssige Farbung colg_,« fiir den Graphen G — v* erweitert,
sodass folgendes Problem entsteht:

INKREMENTELLE LISTENFARBUNG [ILF]

Eingabe: Ein Graph G = (V| E), ein Knoten v* € V| eine Farbmenge C/ fiir jeden
Knoten v € V eine Liste L : V — 2¢ von zuldssigen Farben und eine
L-zuléssige Farbung colg_,«.

Frage:  Gibt es fiir G eine L-zuléssige Féarbung colg?

Im Folgenden wird das Problem INKREMENTELLE LISTENFARBUNG mit ILF abgekiirzt.

Die Eingabe von VFSM wird um eine Farbe ¢* € C' und eine farbenreiche stabile
Menge S der Grofe |C| — 1 fir G[V [C\ {c*}]] erweitert, sodass folgendes Problem
entsteht:

INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE [I[VFSM]

Eingabe: Ein Graph G = (V| E), eine Farbmenge C, eine Farbung colg : V — C,
eine Farbe ¢* € (' und eine farbenreiche stabile Menge S der Grofle
|C| =1 fiir GV [C\ {c}]].

Frage:  Gibt es fiir G eine farbenreiche stabile Menge der Groflie |C7?

Im Folgenden wird das Problem INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STA-
BILE MENGE mit IVFSM abgekiirzt.
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In diesem Kapitel wird die NP-Vollstandigkeit von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
gezeigt. Mit Hilfe einer Reduktion fiir jede giiltige Eingabe von INKREMENTELLE LIS-
TENFARBUNG auf eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FAR-
BENREICHE STABILE MENGE wird die NP-Vollstandigkeit von INKREMENTELLE VOLL-
STANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE bewiesen. Unter Annahme, dass P # NP
gilt, wird somit gezeigt, dass es keine Algorithmen mit polynomieller Laufzeit gibt, wel-
che die Problemstellungen 16sen. Da die in diesem Kapitel gezeigte Reduktion die struk-
turellen Eigenschaften der Eingabe von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG weitestge-
hend beibehilt, konnen zum Losen von Instanzen fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
sowohl Algorithmen zum Losen von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG als auch zum
Losen von INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE genutzt
werden.

In Abschnitt 3.1 wird auf die Komplexitdt der Problemstellungen LISTENFARBUNG
und INKREMENTELLE LISTENFARBUNG eingegangen. Dabei wird jeweils mit Hilfe einer
Reduktion auf einen Spezialfall des jeweiligen Problems die NP-Vollstandigkeit gezeigt.
Mit dem Wissen, dass LISTENFARBUNG und INKREMENTELLE LISTENFARBUNG NP-
vollsténdig sind, wird in Abschnitt 3.2 gezeigt, dass die Problemstellungen VOLLSTAN-
DIG FARBENREICHE STABILE MENGE und INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBEN-
REICHE STABILE MENGE NP-vollstindig sind.

3.1 NP-Volistiandigkeit von Listenfarbung und
Inkrementelle Listenfarbung

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass folgende Probleme NP-vollstindig sind:

LISTENFARBUNG [LF]

Eingabe: Ein Graph G = (V| E), eine Farbmenge C' und fiir jeden Knoten v € V'
eine Liste L : V — 2¢ von zuléissigen Farben.
Frage: Gibt es fiir G eine L-zuldssige Féarbung colg?

INKREMENTELLE LISTENFARBUNG [ILF]

Eingabe: Ein Graph G = (V, E), ein Knoten v* € V, eine Farbmenge C, fiir jeden
Knoten v € V eine Liste L : V — 2¢ von zulissigen Farben und eine
L-zuldssige Farbung colg_,x.

Frage: Gibt es fiir G eine L-zuléssige Féarbung colg?
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Dabei wird die NP-Vollstandigkeit mit Hilfe von Reduktionen auf Spezialfille von LF
und ILF gezeigt.

Fiir die Spezialfdlle von LF und ILF werden zuerst Splitgraphen eingefiihrt. Ein
Graph G = (V, E) ist ein Splitgraph, wenn dessen Knoten in eine Clique C' C V' und eine
stabile Menge S C V partitioniert werden kénnen, sodass CNS = und CUS =V gilt.
Ein Graph G ist ein wvollstindiger Splitgraph, wenn G ein Splitgraph mit Clique C' und
stabiler Menge S ist und alle Knoten aus S benachbart zu jedem Knoten aus C' sind.

Der Spezialfall LISTENFARBUNG auf vollstindigen Splitgraphen wird im Folgenden
mit LFVS abgekiirzt und der Spezialfall INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf voll-
stdndigen Splitgraphen wird im Folgenden mit ILF'VS abgekiirzt. Da fiir das Zuord-
nungsproblem im Bereich Corporate Car Sharing die NP-Vollstédndigkeit der Probleme
auf Intervallgraphen interessant ist, wird zuerst gezeigt, dass jeder vollstdndige Split-
graph ein Intervallgraph ist.

Satz 3.1.1. Jeder vollstindige Splitgraph G = (V, E) ist ein Intervallgraph.

Beweis. Sei G = (V, E) ein vollstandiger Splitgraph. Dann gibt es eine Clique C' C V
und eine stabile Menge S C V, sodass C NS = ) und CU S = V gilt. Es bleibt
zu zeigen, dass alle Knoten von G auf der Zeitachse als rechtsoffene Intervalle dar-
gestellt werden koénnen, welche sich genau dann iiberschneiden, wenn die zugehorigen
Knoten in G benachbart sind. Die Knoten aus C' lassen sich als rechtsoffene Intervalle
mit Startzeitpunkt 0 und Endzeitpunkt |S| darstellen. Alle so dargestellten Intervalle
iiberschneiden sich in der Intervalldarstellung und bilden weiterhin eine Clique im Inter-
vallgraphen. Sei F': S — {0,...,|S| — 1} eine bijektive Funktion, welche jedem Knoten
aus S eine natiirliche Zahl zwischen 0 und |S| — 1 als Startzeitpunkt zuweist. Mit Hilfe
von F' lasst sich jeder Knoten v € S als rechtsoffenes Intervall mit Startzeitpunkt F'(v)
und Endzeitpunkt F'(v) + 1 darstellen. Da alle Intervalle rechtsoffen sind und F' eine
bijektive Funktion ist, {iberschneiden sich keine Intervalle der Knotenenge S. Daher bil-
den diese weiterhin eine stabile Menge im Intervallgraphen. Weil jedem Knoten aus S
ein Startzeitpunkt zwischen 0 und |S| — 1 zugewiesen wurde, iiberschneiden sich alle
Intervalle der Knotenmenge S mit allen Intervallen der Knotenmenge C'. Das heifit jeder
Knoten aus C' ist mit jedem Knoten aus S im Intervallgraphen benachbart. Da alle Kno-
ten von G auf der Zeitachse als rechtsoffene Intervalle dargestellt wurden und sich alle
Intervalle {iberschneiden, wenn sie in G benachbart sind, so folgt dass jeder vollsténdige
Splitgraph ein Intervallgraph ist. O

Des Weiteren kann gezeigt werden, dass jeder vollstandige Splitgraph mit einer nicht
leeren Kantenmenge ein zusammenhédngender Intervallgraph ist.

Satz 3.1.2. Jeder vollstindige Splitgraph G = (V,E) mit E # 0 ist ein zusammen-
hingender Intervallgraph.

Beweis. Sei G = (V, E) ein vollstandiger Splitgraph mit E # ). Aus Satz 3.1.1 folgt,
dass G ein Intervallgraph ist. Es bleibt zu zeigen, dass G zusammenhéngend ist. Da G ein
vollsténdiger Splitgraph ist und F # () gilt, gibt es eine nichtleere Clique C' C V und eine
stabile Menge S C V, sodass C NS = () und CUS =V gilt. Die Menge C' ist nichtleer,
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3.1 NP-Vollstandigkeit von LF und ILF

da G mindestens eine Kante enthélt und in jedem vollstdndigen Splitgraphen fiir jede
Kante {v,w} € F entweder v,w € C oder v € C' und w € S gilt. Da C eine nichtleere
Clique ist und jeder Knoten aus C' mit jedem Knoten aus S benachbart ist, so folgt dass
es mindestens einen Knoten v* € C gibt, welcher mit allen Knoten in G benachbart ist.
Somit ist G ein zusammenhéingender Graph. Daher folgt, dass G = (V, F) mit E # ()
ein zusammenhéangender Intervallgraph ist. O]

Als néchstes wird gezeigt, dass es einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt,
welcher aus jeder Eingabe fiir das KNOTENUBERDECKUNGSPROBLEM eine dquivalente
Eingabe fiir LISTENFARBUNG AUF VOLLSTANDIGEN SPLITGRAPHEN konstruiert. Das
NP-vollstéindige KNOTENUBERDECKUNGSPROBLEM ist wie folgt definiert [Kar72]:

KNOTENUBERDECKUNGSPROBLEM [KUE]

Eingabe: Ein Graph G = (V| F) und eine natiirliche Zahl k.
Frage:  Gibt es fiir G eine Knoteniiberdeckungsmenge M C V mit | M| < k7

Im Folgenden wird das KNOTENUBERDECKUNGSPROBLEM mit KUE abgekiirzt.

Lemma 3.1.3. FEs gibt einen Algorithmus Rxug_vLrvs mit polynomieller Laufzeit, wel-
cher aus jeder Eingabe (G = (V, E), k) fir KUE eine dquivalente Eingabe (G* = (V*, E*),
C, L) fir LEVS konstruiert.

Beweis. Sei (G = (V, E), k) eine Eingabe fiir KUE wie in Abbildung 3.1 (a) dargestellt.
Um aus dieser Eingabe eine dquivalente Eingabe fiir LE'VS zu konstruieren, wird zuerst
C={1,...,|V|} gesetzt. Als néchstes wird eine Menge A = {a4,...,a,_x} von Knoten
mit L(a;)) = C fiir i = 1,...,n — k erzeugt. Sei F':V — {1,...,|V|} eine bijektive
Funktion, welche jedem Knoten aus V' eine natiirliche Zahl zwischen 1 und |V als
Farbe zuweist. Mit Hilfe von F wird fiir jede Kante {v,w} € E ein Knoten b; mit
L(b;) = {F(v), F(w)} erzeugt. Sei B = {b1,...,b,} die Menge der so erzeugten Knoten.
Dann ist der Graph G* = (AU B,{{a;,qa;} | ai,a; € A,ja; # a;} U{{a;,b;} | a; €
A,b; € B}) ein vollstandiger Splitgraph, wobei A die Clique und B die Stabile Menge
bildet. In Abbildung 3.1 ist ein so konstruierter vollstandiger Splitgraph G* in (b) als
Intervalldarstellung und in (c) als Graph abgebildet. Der Splitgraph G*, die Farbmenge C'
und die jeweiligen zuléssigen Farblisten L der Knoten aus G* bilden eine giiltige Eingabe
fir LFVS. Das Erzeugen der Knoten benétigt O((n — k) +m) Schritte, da n — k Knoten
fiir A und m Knoten fiir B erzeugt werden. Das Erzeugen der Kanten in G* benétigt
O(n* 4+ (n - m)) Schritte, da O(n?) Kanten der Clique A und n - m Kanten zwischen
allen Knoten aus A und B erzeugt werden. Somit ist Rxyug_Lrvs ein polynomieller
Algorithmusm, welcher aus jeder Eingabe von KUE eine giiltige Eingabe von LFVS
konstruiert.

Als néchstes wird die Korrektheit der Reduktion gezeigt. Daher wird im Folgenden
gezeigt, dass eine Ja-Instanz fiir KUE nach der Reduktion durch Rxug_.rrvs ebenfalls
eine Ja-Instanz fiir LEVS ist. Sei (G = (V, E), k) eine Ja-Instanz von KUE, dann gibt
es fiir G eine Knoteniiberdeckungsmenge M der Grofie k. Set M* = {F(v) | v € M}
die Farbmenge der Knoten aus M. Nach Konstruktion existiert fiir jeden Knoten b € B
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Abbildung 3.1: In (a) ist ein Graph G mit einer gesuchten Knoteniiberdeckung der
Groe k = 2 abgebildet. Die Intervalldarstellung in (b) entspricht dem
zu G gehorigen Graphen nach Konstruktion durch Rkxyug_.rrvs. Die er-
zeugten Intervalle a; mit L(a;) = C tberschneiden alle Intervalle im
Intervallgraphen. Die b; Intervalle entsprechen den Kanten von G, dabei
bilden die jeweiligen Endknoten der Kante die Liste L(b;) der zulédssigen
Farben fiir Knoten b;. In Abbildung (c) ist der durch die Reduktion ent-
standene vollstdndige Splitgraph abgebildet.

mindestens eine zuléissige Farbe ¢ € L(b), fiir die ¢ € M* gilt, da die zuldssigen Farblisten
der Knoten in B aus den Kanten von G konstruiert wurden. Da B in G* eine stabile
Menge ist, kann fiir jeden Knoten b € B eine beliebige Farbe ¢ € L(b) mit ¢ € M*
gewahlt und colg«(b) = ¢ gesetzt werden, ohne die Eigenschaften einer L-zuldssigen
Férbung von G* zu verletzen. Des Weiteren gilt |A| = n — k, |V| = |C], |M| = k und
|M| = |M*|, woraus |A] =n—k = |V|—|M|=|C|— |M*| folgt. Fir alle Knoten a € A
gilt nach Konstruktion L(a) = C. Somit konnen die Knoten aus der Clique A mit
jeweils unterschiedlichen Farben aus C'\ M* geférbt werden, sodass colg-(a) # colgs(a’)
fiir alle a,a’ € A und a # a' gilt. Damit ist die Farbung colg+ eine L-zulissige Farbung
fir G*, woraus folgt, dass Rxur—rrvs(G, k) ebenfalls eine Ja-Instanz von LEVS ist.
Abschlielend wird gezeigt, dass eine Ja-Instanz fiir LFVS nach Konstruktion von
Rxue—Lrvs ebenfalls eine Ja-Instanz fiir KUE ist. Sei (G* = (V*, E*),C, L), mit einem
vollstéandigem Splitgraphen G*, einer Farbmenge C' und fiir jeden Knoten v € V* eine
Liste von zulissigen Farben L : V* — 2¢ eine Ja-Instanz fiir LEVS, welche durch
Rxue—Lrvs(G = (V) E), k) konstruiert wurde. Sei colg+ die L-zuldssige Farbung der Ja-
Instanz fiir LF'VS. Nach Konstruktion, ldsst sich V* in eine Clique A und eine stabile
Menge B partitionieren. Sei Cg = {colg«(b) | b € B} die Menge der durch die L-
zuldssigen Féarbung zugewiesenen Farben von B. Nach Konstruktion gilt L(v) C C
fiir alle Knoten v € V*, woraus Cg C C folgt. Angenommen es existiert in G eine
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Kante {v,w} € E, sodass F(v) € Cp und F(w) ¢ Cp gilt. Nach Konstruktion wurde
fiir die Kante {v,w} ein Knoten b* € B mit L(b*) = {F(v), F(w)} erzeugt. Da F(v) ¢
Cp und F(w) ¢ Cp gilt, folgt dass colg«(b*) ¢ L(b*) gilt. Dies ist ein Widerspruch
dazu, dass colg+ eine L-zuldssige Farbung ist. Also kann in G keine Kante {v,w} € F
mit F(v) ¢ Cp und F(w) ¢ Cp existieren. Somit ist M = {F~!(c) | ¢ € Cp} eine
Knoteniiberdeckungsmenge von G. Sei Cy = {colg+(a) | a € A} die Menge der durch die
L-zuléssige Farbung zugewiesenen Farben von A. Da A eine Clique ist und somit alle
Knoten von A untereinander benachbart sind, gilt |C4| = |A|. Des Weiteren sind alle
Knoten aus A mit allen Knoten aus B benachbart, wodurch colg«(a) # colg«(b) fiir alle
Knoten a € A und alle Knoten b € B gilt. Da |[A| =n —k, |V]| =n und |C| = |V| gilt,
konnen den Knoten aus B nur maximal k unterschiedliche Farben zugewiesen werden.
Somit folgt, dass |Cg| < k und insbesondere |M| < k gilt, da F eine bijektive Funktion
ist. Damit wurde gezeigt, dass M eine Knoteniiberdeckungsmenge mit |M| < k fiir G
ist, woraus folgt, dass (G, k) ebenfalls eine Ja-Instanz fiir KUE ist. ]

Mit Hilfe von Rkug_rrvs kann nun gezeigt werden, dass LISTENFARBUNG auf voll-
standigen Splitgraphen NP-vollsténdig ist.

Satz 3.1.4. LISTENFARBUNG auf vollstindigen Splitgraphen ist NP-Vollstindig.

Beweis. Geméafl der Definition von NP-Vollstandigkeit ist zu zeigen, dass LISTENFAR-
BUNG auf vollstandigen Splitgraphen in NP liegt und dass es NP-schwer ist [Kar72].
Zuerst wird gezeigt, dass es in NP liegt. Dazu farbt ein nichtdeterministischer polynomi-
eller Algorithmus zunéchst alle Knoten von G = (V, F), indem fiir jeden Knoten v € V
eine Farbe ¢ € L(v) nichtdeterministisch geraten und colg(v) = ¢ gesetzt wird. Die
Korrektheit der L-zuldssigen Férbung colg ist in O(m) Schritten verifizierbar, indem fiir
jede Kante {v,w} € E gepriift wird, ob colg(v) # colg(w) gilt. Somit wurde gezeigt,
dass ein nichtdeterministischer polynomieller Algorithmus existiert, welcher die Einga-
be akzeptiert, wenn mindestens eine zuléssige Listenfarbung fiir G existiert. Also liegt
LISTENFARBUNG auf vollstandigen Splitgraphen in NP.

Um zu zeigen, dass LFVS NP-schwer ist, wird der polynomielle Algorithmus
Rxug—rrvs aus Lemma 3.1.3 benutzt. Dieser konstruiert fiir jede Eingabe (G = (V, E), k)
fir KUE eine équivalente Eingabe (G* = (V*, E*), C, L) fiir LE'VS. Durch Karp [Kar72]
ist bekannt, dass KUE NP-vollstandig ist. Da KUE dadurch NP-schwer ist, folgt mit
Hilfe des polynomiellen Algorithmus Rkyg_rrvs, dass LEVS NP-schwer ist, da jede
Eingabe fiir KUE auf eine Eingabe fiir LE'VS reduziert werden kann. O

Nach Satz 3.1.1 ist jeder vollstdndige Splitgraph ein Intervallgraph. Daraus folgt, dass
LISTENFARBUNG auf vollstdndigen Splitgraphen auch ein Spezialfall von LISTENFAR-
BUNG auf Intervallgraphen ist, womit sich folgendes Korollar ergibt.

Korollar 3.1.5. LISTENFARBUNG auf Intervallgraphen ist NP-vollstindig.

Des Weiteren ist nach Satz 3.1.2 jeder vollstindige Splitgraph G = (V, E) mit E # ()
ein zusammenhédngender Intervallgraph. Da der Algorithmus Rkug_rrpvs nur fiir die
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triviale Eingabe (G = (V. E), k) mit k = |V| fir KUE einen vollstandigen Splitgra-
phen G* mit E* = () konstruiert, kann daraus gefolgert werden, dass LISTENFARBUNG
auf zusammenhéngenden Intervallgraphen ebenfalls NP-vollsténdig ist.

Um die NP-Vollstéandigkeit von ILFVS zu zeigen, wird vorher gezeigt, dass KANTEN-
INKREMENTELLE KNOTENUBERDECKUNG NP-vollstdndig ist. Das Problem ist wie folgt
definiert:

KANTENINKREMENTELLE KNOTENUBERDECKUNG [KIKUE]

Eingabe: Ein Graph G = (V| E), eine natiirliche Zahl k, eine Kante ¢* € F und
eine Knoteniiberdeckungsmenge M* der Grofle k fiir G* = (V, E'\ {e*}).

Frage:  Gibt es eine Knoteniiberdeckung M C V' fir G mit | M| < k?

Im Folgenden wird das Problem KANTENINKREMENTELLE KNOTENUBERDECKUNG mit
KIKUE abgekiirzt.

Satz 3.1.6. KANTENINKREMENTELLE KNOTENUBERDECKUNG st NP-Vollstindig.

Beweis. Geméaf der Definition von NP-Vollstandigkeit ist zu zeigen, dass KIKUE in NP
liegt und dass es NP-schwer ist [Kar72]. Zuerst wird gezeigt, dass KIKUE in NP liegt.
Sei G = (V, E) ein Graph, k eine natiirliche Zahl, e* € F eine Kante aus G und M* eine
Knotentiberdeckungsmenge der Grofle k fir G* = (V, E\ {e*}). Dann gibt es einen nicht-
deterministischen polynomiellen Algorithmus, welcher nichtdeterministisch £ Knoten aus
G rét. Sei M die Menge der so geratenen Knoten, dann ist in O(m) Schritten verifizier-
bar, ob M eine Knoteniiberdeckungsmenge fiir G ist, indem fiir jede Kante {v,w} € E
gepriift wird, ob v € M oder w € M gilt. Somit wurde gezeigt, dass fiir KIKUE ein
nichtdeterministischer polynomieller Algorithmus existiert, welcher die Eingabe akzep-
tiert, wenn es fiir den Graphen G mindestens eine Knoteniiberdeckungsmenge M der
Grofle k gibt. Also liegt KIKUE in NP.

Mit Hilfe einer Reduktion von KUE auf KIKUE wird im Folgenden gezeigt, dass KI-
KUE NP-schwer ist. Dafiir wird zuerst gezeigt, dass eine Eingabe von KUE in polynomi-
eller Zeit in eine Eingabe von KIKUE umgewandelt werden kann. Sei (G = (V, E), k)
eine Eingabe fiir KUE. Um daraus eine dquivalente Eingabe fiir KIKUE der Form
(G" = (V',E"), k', e*, M*) zu konstruieren, wird der Graph G kopiert und um die Kno-
tenmenge S = {s1,...,8, k), fir die SNV = 0 gilt, erweitert, sodass V' = V U S
gilt. Des Weiteren wird die Kantenmenge um die Kante e* = {s1,s2} und um die
Kanten zwischen jedem kopierten Knoten aus V' und jedem Knoten aus S erweitert,
sodass B/ = FU{{v,s} | v € V;s € S} U{e*} gilt. Sei G" = (V', E’) der so kon-
struierte Graph. In Abbildung 3.2 ist der so konstruierte Graph G’ abgebildet. Nach
Konstruktion ist G ein induzierter Subgraph von G’ und die Menge S ist im Graphen
G* = (V',E"\ {e*}) eine stabile Menge der Grofle n — k. Sei £/ = |V, dann ist die
Menge M* =V eine Knoteniiberdeckungsmenge fiir G* = (V', E' \ {e*}), da jede Kan-
te {v,w} € E"\ {e*} entweder eine Kante in G oder eine Kante zwischen G und S ist,
woraus v € V oder w € V folgt. Somit bildet (G' = (V', E'), k', e*, M*) eine Eingabe fiir
KIKUE. Das Erzeugen der Knoten benétigt O(n + (n — k)) Schritte, da alle Knoten
aus GG kopiert und n — k Knoten der Menge S erzeugt werden. Das Erzeugen der Kanten
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Abbildung 3.2: Hier dargestellt ist der konstruierte Graph G’ nach Reduktion von KUE
auf KIKUE, dabei ist G eine Kopie des Ausgangsgraphen, e* die Kante
welche inkrementell hinzugefiigt wird und S eine stabile Menge in G’
ohne Kante e*.

in G’ benétigt O(m+n-(n—k)+1) Schritte, da alle Kanten aus G kopiert, die Kante e*
und n - (n — k) Kanten zwischen allen Knoten aus V und S erzeugt werden. Somit kann
eine Eingabe von KUE in polynomieller Zeit in eine Eingabe von KIKUE umgewandelt
werden.

Als néchstes wird die Korrektheit der Reduktion gezeigt. Das heifit es wird gezeigt,
dass eine Ja-Instanz von KUE nach der Reduktion ebenfalls eine Ja-Instanz von KIKUE
ist und dass eine Ja-Instanz von KIKUE nach Konstruktion ebenfalls ein Ja-Instanz von
KUE ist. Sei (G = (V, E), k) eine Ja-Instanz von KUE und sei (G" = (V', E'), k', e*, M*)
die durch die Reduktion entstandene Eingabe fiir KIKUE. Da G nach Konstruktion
von G’ als ein induzierter Subgraph in G’ enthalten ist und fiir G eine Knoteniiber-
deckungsmenge M der Grofle k existiert, ist M eine Knoteniiberdeckungsmenge des
induzierten Subgraphen G’[V]. Das heifit fir jede Kante {v,w} € E' mit {v,w} € E
gilt v € M oder w € M. Nach Konstruktion gilt £/ = EU{{v,s} |ve V,s € S} U{e*}
und zusétzlich ist e* eine Kante zwischen zwei Knoten aus S, woraus fiir alle Kanten
{v,w} € E"\ E folgt, dass v € S oder w € S gilt. Damit ist die Menge M’ = M U S
eine Knoteniiberdeckungsmenge fiir G, weil durch M alle Kanten aus E abgedeckt und
durch S alle Kanten aus {{v,s} | v € Vs € S} U{e*} abgedeckt werden. Da |M| = k,
S| = n—k und k' = |V] gilt, so folgt dass M’ eine Knoteniiberdeckungsmenge der
GroBe | M|+ |S|=k+n—k=n=|V|=F ist. Somit ist die Eingabe fiir KUE nach
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der Reduktion ebenfalls eine Ja-Instanz von KIKUE.

Abschlielend wird gezeigt, dass eine Ja-Instanz von KIKUE nach Konstruktion eben-
falls eine Ja-Instanz von KUE ist. Sei (G' = (V', E'), K, e*, M*) eine Ja-Instanz von
KIKUE, welche aus der Reduktion der Instanz (G = (V, E), k) fir KUE entstanden
ist. Da eine Ja-Instanz fiir KIKUE gegeben ist, existiert eine Knoteniiberdeckungsmen-
ge M’ der Grofie k' fiir G'. Da nach Konstruktion & = |V| gilt und e* eine Kante
zwischen zwei Knoten aus S ist, gibt es einen Knoten v* € V' aus der Knotenmen-
ge V des induzierten Subgraphen G'[V], fiir den v* ¢ M’ gilt. Da v* mit jedem Knoten
aus S benachbart ist, folgt fiir alle s € S, dass s € M’ gilt, weil sonst eine Kan-
te {v*,s*} € FE’ existiert, fiir die v* ¢ M’ und s* ¢ M’ gilt, was ein Widerspruch
dazu wire, dass M’ eine Knoteniiberdeckungsmenge fiir G’ ist. Nach Konstruktion
gilt ' =FEU{{v,s} |veV,seStU{e*}, sodass v € S oder w € S fiir alle Kan-
ten {v,w} € E'\ E gilt. Daraus folgt, dass M = M’\ S eine Knoteniiberdeckungsmenge
des induzierten Subgraphen G'[V] ist. Da |M'| = k', |[S| = n — k und ¥ = |V| gilt,
folgt, dass |[M| = |[M'| —|S| = k' —n+k = |V]| —n+ k = k gilt. Da der induzierte
Subgraph G'[V] dem Graphen G entspricht, ist M eine Knoteniiberdeckungsmenge der
Grofle k fiir G. Somit ist eine Ja-Instanz von KIKUE nach Konstruktion ebenfalls eine
Ja-Instanz fiir KUE. Damit wurde gezeigt, dass KIKUE NP-schwer ist, woraus folgt,
dass KIKUE NP-vollsténdig ist. O]

Mit Hilfe der NP-vollsténdigen Problemstellung KANTENINKREMENTELLE KNOTEN-
UBERDECKUNG kann nun die NP-Vollsténdigkeit von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
auf vollstandigen Splitgraphen gezeigt werden, woraus dann folgt, dass INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG NP-vollstandig ist.

Satz 3.1.7. INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf vollstandigen Splitgraphen ist NP-
vollstindig.

Beweis. Nach der Definition von NP-Vollstandigkeit ist zu zeigen, dass ILFVS in NP
liegt und dass es NP-schwer ist [Kar72]. Dass ILFVS in NP liegt, kann genauso gezeigt
werden wie in Satz 3.1.4 gezeigt wurde, dass LE'VS in NP liegt. Dazu farbt ein nichtde-
terministischer polynomieller Algorithmus zunéchst alle Knoten von G = (V, ), indem
fiir jeden Knoten v € V eine Farbe ¢ € L(v) nichtdeterminitsich geraten und colg(v) = ¢
gesetzt wird. Die Korrektheit dieser L-zulédssigen Farbung cols ist in O(m) Schritten ve-
rifizierbar, indem fiir jede Kante {v, w} € E gepriift wird, ob colg(v) # colg(w) gilt. So-
mit wurde gezeigt, dass ein nichtdeterministischer polynomieller Algorithmus existiert,
welcher die Eingabe akzeptiert, wenn mindestens eine zuléssige Listenfarbung fiir G
existiert. Also liegt INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf vollstdndigen Splitgraphen
in NP.

Mit Hilfe einer Reduktion von KIKUE auf ILFVS wird im Folgenden gezeigt, dass
ILFVS NP-schwer ist. Dafiir wird zuerst gezeigt, dass jede Eingabe der Form
(G = (V,E),k,e*, M*) fir KIKUE in polynomieller Zeit auf eine Eingabe der Form
(G* = (V* E*),v*,C, L,colg_,) fiir ILFVS reduziert werden kann. Mit Hilfe des
polynomiellen Algorithmus aus Lemma 3.1.3 wird durch Rxugrrvs(G, k) der Graph
G* = (V*, E*), die Farbmenge C' = {1,...,n} und die jeweiligen zuléissigen Farblisten L
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Abbildung 3.3: In dieser Abbildung wird dargestellt von welchen Problemen reduziert
wird, um die NP-Vollstandigkeit fiir LF und ILF zu zeigen.

der Knoten aus V* konstruiert. Nach Konstruktion gibt es fiir G* eine Clique A der
Grofie n —k mit L(a) = C fiir alle Knoten a € A und eine stabile Menge B der Groe m,
sodass ANB = () und AU B = V* gilt. Des Weiteren entspricht nach Konstruktion jede
Kante {v,w} € V einem Knoten b € B mit L(b) = {F(v), F(w)}, wobei F' : V — C
eine bijektive Funktion von Knoten aus V' auf Farben in C' ist. Da e* € E gilt, existiert
nach Konstruktion ein Knoten v* € B mit L(v*) = {F(v'), F(w')} und e* = {v/,w'}. Es
bleibt zu zeigen, wie die Knoteniiberdeckungsmenge M* fir G' = (V, E'\ {e*}) in eine
L-zuldssige Farbung colg«_,~ umgewandelt wird. Sei C* = {F(v) | v € M*} die Farb-
menge der Knoten aus M*. Durch die Reduktion existiert fiir jeden Knoten b € B \ {v*}
mindestens eine zuldssige Farbe ¢ € L(b), fiir die ¢ € C* gilt, da die zuléssigen Farblisten
der Knoten in B aus den Kanten von G konstruiert wurden. Da B in G* eine stabile
Menge ist, kann fiir jeden Knoten b € B \ {v*} eine Farbe ¢ € L(b) mit ¢ € C* gewihlt
und colg«_,+(b) = ¢ gesetzt werden, ohne die Eigenschaften einer L-zuldssigen Farbung
von G* — v* zu verletzen. Des Weiteren gilt |A| = n — k, |V| = |C|, |M*| = k und
|M*| = |C*|, woraus |A| =n—k = |V|—|M*| = |C| — |C*| folgt. Fiir alle Knoten a € A
gilt nach Konstruktion L(a) = C. Somit kénnen die Knoten aus der Clique A mit jeweils
unterschiedlichen Farben aus C'\ C* gefirbt werden, sodass colgs_,+(a) # colgs_,«(a’) fiir
alle a,a’ € A und a # d gilt. Damit ist die Farbung colg«_,« eine L-zulissige Farbung
fiir G* — v*, woraus folgt, dass (G* = (V*, E*),v*, C, L, colg_,+) eine giiltige Eingabe fiir
ILFVS ist. Zum Erstellen von colg«_,~ werden O(n) Schritte bendtigt, da jedem Kno-
ten b € B eine Farbe aus L(b) und jedem Knoten a € A ein Farbe aus C'\ C* zugewiesen
wird. Da Rxyug_rrvs ein polynomieller Algorithmus ist, kann eine Eingabe von KIKUE
in polynomieller Zeit in eine giiltige Eingabe von ILFVS umgewandelt werden.

Fiir die Reduktion von KIKUE auf ILFVS wurde, bis auf die Umwandlung der Kan-
te e* und der Knoteniiberdeckungsmenge M* fir G' = (V, E'\ {e*}) auf den Knoten v*
und die L-zulédssige Farbung colg:_,« fiir G* — v*, nur Rxyug_Lrvs aus Lemma 3.1.3
benutzt. Entsprechend gibt es fiir G* eine L-zuldssige Farbung colg+, genau dann, wenn
es fiir G eine Knoteniiberdeckung der Gréfle k gibt. Damit wurde gezeigt, dass ILFVS
NP-schwer ist, woraus folgt, dass ILF'VS NP-vollstéandig ist. O

In Abbildung 3.3 ist dargestellt wie die Probleme, welche verwendet wurden um die
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NP-Vollstéandigkeit von LF und ILF zu zeigen, in Bezug zueinander stehen. Zuerst wurde
das NP-vollstéandige Problem KUE auf LFVS reduziert. Da LEVS ein Spezialfall von
LF ist, konnte gefolgert werden, dass LF NP-vollstandig ist. Als néchstes wurde mit Hilfe
einer Reduktion von KUE auf KIKUE gezeigt, dass das Hilfsproblem KIKUE NP-
vollstandig ist. Damit konnte die NP-Vollstédndigkeit von ILFVS durch eine Reduktion
von KIKUE auf ILFVS gezeigt werden. Da ILF'VS ein Spezialfall von ILF ist, konnte
gefolgert werden, dass ILF NP-vollstandig ist.

3.2 NP-Volistindigkeit von Volistindig Farbenreiche
Stabile Menge und Inkrementelle Vollstdndig
Farbenreiche Stabile Menge

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass folgende Probleme NP-vollsténdig sind:

VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE [VEFSM]

Eingabe: Ein Graph G = (V,E), eine Farbmenge C' und eine Farbung
colg : V — C.

Frage:  Gibt es fiir G eine farbenreiche stabile Menge der Grofie |C|?

INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE [I[VFSM]

Eingabe: Ein Graph G = (V, E), eine Farbmenge C, eine Féarbung colg : V — C,
eine Farbe ¢* € C und eine farbenreiche stabile Menge S der Grofie
O]~ 1 fiw G[V [C\ {e}]]

Frage:  Gibt es fiir G eine farbenreiche stabile Menge der Grofie |C|?

Dafiir wird zuerst gezeigt, dass es einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt,
welcher aus jeder Eingabe fiir LISTENFARBUNG eine &dquivalente Eingabe fiir VOLL-
STANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE konstruiert.

Lemma 3.2.1. Es gibt einen Algorithmus Ryr_,vrsm mit polynomieller Laufzeit, welcher
aus jeder Eingabe (G = (V, E),C, L) fir LF eine dquivalente Fingabe (G* = (V*, E*), C*,
colg+) fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE konstruiert.

Beweis. Die Konstruktion um aus einer Instanz von LF, wie in Abbildung 3.4 (a) dar-
gestellt, eine dquivalente Instanz von VFSM, wie in Abbildung 3.4 (b) illustiert, zu
konstruieren, besteht aus drei Schritten. Diese lassen sich wie folgt verallgemeinern. In
Schritt eins werden induzierte Subgraphen anhand der Farben erzeugt. Anschlieend
werden in Schritt zwei die Knoten der so erzeugten Graphen umbenannt. Im letzten
Schritt werden die Knotenmengen und Kantenmengen der Graphen vereinigt, sodass
ein dquivalenter Graph fiir die Eingabe von VFSM erzeugt wird. Im Folgenden werden
diese Schritte detaillierter erldutert.

Sei (G = (V,E),C,L) eine Eingabe fur LF mit V = {v,...,v,} wie in Abbil-
dung 3.4 (a) gegeben. Um fiir VESM eine Eingabe der Form (G* = (V*, E*), C*, colg+)
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Abbildung 3.4: In (a) ist eine Eingabe (G,C,L) fir LF in Intervalldarstellung il-
lustriert. In (b) ist die nach der Reduktion konstruierte Einga-
be (G*,C*, colg+) dargestellt, dabei entsprechen die Subindizes der Kno-
ten der Féarbung colg-. Die induzierten Subgraphen G} von G* sind bis
auf Umbenennung der Knoten immer noch induzierte Subgraphen von G.

zu konstruieren, wird fiir jede Farbe ¢ € C' der induzierte Subgraph G/, = G[V.] der Kno-
tenmenge V. = {v; | v; € V,c € L(v;)} erzeugt. Durch Umbenennung der Knotenmengen
der so erzeugten Graphen G/, = (V/, E!) mit ¢ € C entstehen Graphen G} = (V*, E})
mit V= {vf | v; € V/} und E} = {{vf,v5} | {vi,v;} € E[}, sodass VI NV = 0 fiir
alle c1,c; € C gilt. Mit Hilfe dieser Graphen wird aus der Knotenmenge V* = J, . V'
und der Kantenmenge £* = |J . £ der Graph G* = (V*, E*), wie in Abbildung 3.4 (b)
dargestellt, konstruiert. Als Farbmenge fiir VESM wird C* = {1,...,n} definiert. Nach
Konstruktion von G* wird die Farbung colg : V* — C* so konstruiert, dass colgs (vf) = i
fiir alle vf € V* gilt. Der Graph G*, die Farbmenge C* und die Farbung colg+ bilden
die Eingabe fir VFSM. Der Algorithmus Rpp_vrsy mit Eingabe (G = (V) E),C, L)
fir LF bendtigt maximal O(|C| - (n +m) + |C| - (n + 1)) Schritte, um die zugehorige
Eingabe (G* = (V*, E*),C*, colg«) fiir VFSM zu konstruieren, da héchstens |C| mal
alle n Knoten und m Kanten von G kopiert und umbenannt werden, was O(|C|-(n+m))
Schritten entspricht. Des Weiteren wird die Farbmenge C* in O(n) Schritten konstruiert
und fiir die Konstruktion der Farbung werden maximal O(|C| - n) Schritte benétigt, da
der Algorithmus maximal |C|-n Knoten erzeugt. Damit ist Rpp_,vrsy ein polynomieller
Algorithmus.

Als néchstes wird die Korrektheit der Reduktion gezeigt. Somit wird im Folgen-
den gezeigt, dass eine Ja-Instanz von LF nach Reduktion durch Rpr_,vrsy ebenfalls
eine Ja-Instanz von VFSM ist. Sei (G = (V,FE),C,L) eine Ja-Instanz von LF und
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sei (G* = (V*, E*),C* colg+) die durch Rpr_,vrsm(G,C, L) konstruierte Eingabe fiir
VEFSM. Da (G, C, L) eine Ja-Instanz von LF ist, existiert eine L-zuldssige Farbung colg,
sodass nach Definition einer L-zuldssigen Farbung colg(v;) € L(v;) fiir alle v; € V
und colg(v;) # colg(v;) fir alle {v;,v;} € E gilt. Nach Konstruktion existiert fir je-
den Knoten v; € V und jeder Farbe ¢ € L(v;) genau ein Knoten v{ € V*, woraus
folgt, dass v € V* gilt. Sei § = {v:¢") | v; € V} die Menge aller Knoten

: ola(vi) V* welche durch Knoten v; € V' mit Farbe colg(v;) € L(v;) konstruiert wurde.
DaV = {vy,...,v,} und nach Konstruktion C* = {1, ... ,n} sowie colg«(v¢) = i fiir alle
i€{1,...,n} und alle ¢ € C gilt, so folgt dass {colg(v""¢")) | v; e V}={1,...,n} =
C* gilt. Daraus folgt, dass S eine farbenreiche Menge ist. Da |C*| = n und |V| = n gilt,
folgt, dass |S| = [{v{”¢") | v; € V}| = n = |C*| gilt. Also ist S eine farbenreiche Menge
der Grole |C*|. Es bleibt zu zeigen, dass S eine stabile Menge in G* ist. Angenommen S
ist keine stabile Menge in G*, dann existiert eine Kante e* = {UEOIG(W),U;OIG(W N zwi-
schen zwei Knoten aus S. Da nach Konstruktion von G* Knoten nur benachbart sind,
wenn sie in einem der induzierten Subgraphen G/, fiir ¢ € C benachbart sind, folgt,
dass colg(v;) = colg(v;) gilt, was ein Widerspruch dazu ist, dass colg eine L-zuléssige
Farbung ist. Also ist S eine farbenreiche stabile Menge fiir G* der Grofle |C*|, woraus

folgt, dass Rpr_,vrsm(G, C, L) ebenfalls eine Ja-Instanz fiir VFSM ist.

Abschlielend wird gezeigt, dass eine Ja-Instanz von VFSM nach Konstruktion von
Rpr_vrsy ebenfalls eine Ja-Instanz von LF ist. Sei (G* = (V*, E*), C*, colg+) eine Ja-
Instanz, welche durch Rpr_,vrsm(G = (V, E),C, L) konstruiert wurde. Zuerst wird ge-
zeigt, dass nach Konstruktion fiir den Graphen G, die Farbmenge C' und den Farb-
listen L aller Knoten aus V eine Féarbung colg : V — C existiert. Da die Instanz
(G* = (V*, E*),C*, colg+) eine Ja-Instanz von VFSM ist, existiert eine farbenreiche
stabile Menge S C V* fiir G* der GroBe |C*|. Da S eine farbenreiche Menge fiir G*
der GroBe |C*| ist, gilt {colg=(vf) | v§ € S} = C*. Da C* = {1,...,n}, |S| = |C*|
und nach Konstruktion colg(v§) = i fiir alle vf € V* gilt, existiert nach Konstruktion
fur alle ¢ € {1,...,n} genau ein Knoten v{ € S mit ¢ € C. Daher ist colg(v;) = ¢ fiir
alle Knoten v{ € S eine Farbung fiir G. Es bleibt zu zeigen, dass colg eine L-zuldssige
Farbung fiir G ist. Dafiir ist zu zeigen, dass colg(v;) € L(v;) fiir alle v; € V und
colg(v;) # colg(v;) fur alle {v;,v,;} € E gilt. Zuerst wird gezeigt, dass colg(v;) € L(v;)
fiir alle v; € V' gilt. Angenommen es existiert fiir die Farbung cols ein Knoten vf € V
mit colg(v}) ¢ L(v}). Nach Konstruktion von colg folgt aus colg(v}) = ¢, dass v{ € S
gilt. Da colg(vy) & L(v}) gilt, folgt, dass vf & Ve mit Vo = {v; | v; € V, ¢* € L(v;)} gilt,
woraus wiederum nach Konstruktion folgt, dass v¢ ¢ V* und damit auch v¢ & S gilt.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass v¢ € S gilt, woraus folgt, dass colg(v;) € L(v;) fiir
alle Knoten v; € V' gilt. Nun wird gezeigt, dass colg(v;) # colg(v;) fiir alle {v;,v;} € E
gilt. Angenommen es existiert eine Kante {v}, v} € E, sodass colg(v})) = ¢* = colg(v})
mit ¢* € C gilt. Da colg(v;) = c fiir alle v¢ € S gilt, folgt, dass v{ ,vf € S gilt. Nach
Konstruktion von G* gilt fiir beide Knoten v¢ , vf" € V%, da fiir beide Knoten ¢* € L(vy)
und ¢* € L(v) gilt. Da G%. = (Vi E.) nach Konstruktion durch einen induzierten Sub-
graphen von G entstanden ist, gilt {v{ ,v¢ } € Ei. Da Ei C E* gilt, ist dies ein
Widerspruch dazu, dass S eine stabile Menge in G* ist. Somit gilt colg(v;) # colg(v;)
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fir alle {v;,v;} € E. Also ist die Farbung colg eine L-zuldssige Féarbung fiir G, woraus
folgt, dass (G, C, L) ebenfalls eine Ja-Instanz fiir LF ist. ]

Des Weiteren kann gezeigt werden, dass Rrr_,vrsy fiir jede giiltige Eingabe einen Gra-
phen G*, eine Farbmenge C* und eine Farbung colg+ konstruiert, sodass G* farbkonsis-
tent und farbenreich beziiglich der Zusammenhangskomponenten ist. Damit entspricht
die konstruierte Eingabe fiir VF'SM genau einer Eingabe des Zuordnungsproblems im
Corporate Car Sharing.

Lemma 3.2.2. Rpp,vrsm(G,V, L) konstruiert einen Graphen G* = (V* E*), eine
Farbmenge C* und eine Fdrbung colg«, sodass G* farbenreich beziiglich der Zusammen-
hangskomponenten und farbkonsistent ist.

Beweis. Der Graph G* wurde nach Konstruktion von Rpr_,vrsy durch die Vereinigung
von Knotenmengen und Kantenmengen der Graphen G} = (V, EY) erzeugt, welche
wiederum durch induzierte Subgraphen von G erzeugt wurden. Des Weiteren wurden
die Knoten der Graphen G} so umbenannt, dass V} NV = 0 fir alle ¢;,¢c; € C
gilt, woraus folgt, dass {vj",v{*} € E* nur dann gilt, wenn {v;,v;} € E und ¢; = ¢,
gilt. Daraus folgt, dass jede Zusammenhangskomponente ein induzierter Subgraph eines
Graphen G} fiir ¢ € C ist. Damit konnen in jeder Zusammenhangskomponente keine
zwei Knoten vf,vf € V* mit ¢ = j existieren. Da nach Konstruktion die Indizes der
Knotenmenge V' = {vy,...,v,} den zugewiesenen Farben von colg+ entsprechen, das
heifit es gilt colg«(v§) = i fiir alle vf € V* so folgt, dass G* farbenreich beziiglich
der Zusammenhangskomponenten ist. Da alle Graphen G7 fiir ¢ € C' aus induzierten
Subgraphen von G erzeugt wurden, folgt, dass wenn {vf,v{} € E* eine Kante einer

. .o . / / .
Zusammenhangskomponente ist, dass fiir jedes Knotenpaar v{,vS € V* einer anderen
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Zusammenhangskomponente ebenfalls {v¢ vj’} € E* gilt. Somit ist G* kantenvollstandig

beziiglich der Farben in den Zusammenhangskomponenten. O]

Mit Hilfe von Rpp_,vrsm wird anschlieBend die NP-Vollstiandigkeit von VFSM auf
Intervallgraphen gezeigt.

Satz 3.2.3. VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE auf Intervallgraphen ist
NP-vollstindig.

Beweis. Geméfl der Definition der NP-Vollstdndigkeit ist zu zeigen, dass VFSM in NP
liegt und dass es NP-schwer ist [Kar72]. Zuerst wird gezeigt, dass VFSM in NP liegt.
Sei ein Graph G = (V, E), eine Farbmenge C' und eine Farbung colg : V' — C gegeben.
Dann gibt es einen nichtdeterministischen polynomiellen Algorithmus, welcher nichtde-
terministisch |C| Knoten aus V' rit. Sei S die Menge der so geratenen Knoten, dann ist
in O((|S|*> +|S])/2) Schritten verifizierbar, dass S eine farbenreiche stabile Menge der
GroBe |C| ist, indem fiir alle Knoten v,w € S mit v # w iiberpriift wird, ob {v,w} & E
und colg(v) # colg(w) gilt. Das heifit es wird iiberpriift, ob keine Knoten aus S in G
benachbart sind und dass alle Knoten aus S unterschiedliche Farben besitzen. Somit
wurde gezeigt, dass fiir VFSM ein nichtdeterministischer polynomieller Algorithmus
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existiert, welcher die Eingabe akzeptiert, wenn es fiir den Graphen G mindestens eine
farbenreiche stabile Menge der GroBe |C| gibt. Also liegt VFSM in NP.

Um zu zeigen, dass VFSM NP-schwer ist, wird der polynomielle Algorithmus
Rir_vrsm aus Lemma 3.2.1 benutzt. Dieser konstruiert fiir jede Eingabe (G = (V, E),
C, L) fiir LF eine aquivalente Eingabe (G* = (V*, E*), C*, colg+) fiir VFSM. Durch Ko-
rollar 3.1.5 ist bekannt, dass LISTENFARBUNG auf Intervallgraphen NP-vollstindig ist.
Da LF dadurch NP-schwer ist, folgt mit Hilfe des polynomiellen Algorithmus Ry r_,vrsu,
dass VFSM NP-schwer ist, da jede Eingabe fiir LF auf eine Eingabe fiir VFSM redu-
ziert werden kann. O

Abschlielend wird die NP-Vollstéandigkeit von IVFSM auf Intervallgraphen gezeigt.
Durch Lemma 3.2.2 wird zusétzlich gezeigt, dass IVFSM auf Graphen, welche farben-
reich beziiglich der Zusammenhangskomponenten und farbkonsisten sind, NP-vollstandig
ist.

Satz 3.2.4. INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE auf
Intervallgraphen ist NP-vollstindig, selbst wenn der Eingabegraph farbenreich beziiglich
der Zusammenhangskomponenten und farbkonsistent ist.

Beweis. Nach der Definition von NP-Vollstdndigkeit ist zu zeigen, dass ILFVS in NP
liegt und dass es NP-schwer ist [Kar72]. Dass IVESM in NP liegt, kann genauso ge-
zeigt werden wie in Satz 3.2.3 gezeigt wurde, dass VFSM in NP liegt. Sei ein Graph
G = (V, E), eine Farbmenge C' und eine Férbung colg : V' — C gegeben. Dann existiert
ein nichtdeterministischer polynomieller Algorithmus, welcher nichtdeterministisch |C/|
Knoten aus V riit. Sei S die Menge der so geratenen Knoten, dann ist in O((|S|>+|5])/2)
Schritten verifizierbar, dass S eine farbenreiche stabile Menge der Gréfe |C ist, indem
fiir alle Knoten v, w € S mit v # w iiberpriift wird, ob {v,w} € E und colg(v) # colg(w)
gilt. Das heifft es wird iiberpriift, ob keine Knoten aus S in G benachbart sind und
dass alle Knoten aus S unterschiedliche Farben besitzen. Somit wurde gezeigt, dass fiir
IVFSM ein nichtdeterministischer polynomieller Algorithmus existiert, welcher die Ein-
gabe akzeptiert, wenn es fiir den Graphen GG mindestens eine farbenreiche stabile Menge
der GroBe |C| gibt. Also liegt IVFSM in NP.

Mit Hilfe einer Reduktion von ILF auf IVFSM wird im Folgenden gezeigt, dass
IVFSM NP-schwer ist. Dafiir wird zuerst gezeigt, dass jede Eingabe der Form (G =
(V,E),v*,C, L,colg_,~) fiir ILF in polynomieller Zeit auf eine Eingabe der Form (G* =
(V*, E*),C*, colg, c*, S*) fiir IVFSM reduziert werden kann. Mit Hilfe des polynomi-
ellen Algorithmus aus Lemma 3.2.1 wird durch Rpg_,vrsm(G,C, L) der Graph G* =
(V*, E*), die Farbmenge C* = {1,...,n} und die Farbung colg« konstruiert. Durch
Lemma 3.2.2 folgt, dass G* farbenreich beziiglich der Zusammenhangskomponenten
und farbkonsistent ist. Nach Konstruktion von Rpp_vrsm entsprechen die Indizes der
Knotenmenge V' = {vq,...,v,} den zugewiesenen Farben von colg«, das heifit es gilt
colg«(v§) = i fiir alle Knoten vf € V*. Setze ¢* = col,(v*), damit ¢* nach Konstruktion
dem Index von v* entspricht. Es bleibt zu zeigen, wie die L-zuldssige Farbung colg_..
fiir G —v* in eine farbenreiche stabile Menge S* der Grofie |C*| —1 fiir G* [V*[C*\ {c*}]]
umgewandelt wird. Sei S* = {vf € V* | v; € V' \ {v*}, colg_+(v;) = ¢} eine Teilmenge
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3.2 NP-Volistédndigkeit von VFSM und IVFSM
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Abbildung 3.5: In dieser Abbildung wird dargestellt von welchen Problemen reduziert
wird, um die NP-Vollstandigkeit fiir VFSM und IVFSM zu zeigen.

o
I\'I’_\rollstz’i‘ndiW

KUE R("d“]\’tion

von V* welche aus der Knotenmenge V' \ {v*} und der Férbung colg_,~ fir G — v*
konstruiert wird. Angenommen S* ist keine stabile Menge fiir G* — v*, dann existiert
eine Kante {v;",v{*} € E* mit vj',vj® € S*. Da {v]",vj?} € E* gilt, folgt nach Kon-
struktion von G*, dass {v;, v;} € E gilt. Des Weiteren gibt es nach Konstruktion von G*
nur Kanten zwischen Knoten vi*, v € V* mit ¢, = ¢, da G* durch die Vereinigung
der Kantenmengen und Knotenmengen aller nach Farben induzierten Subgraphen G?
von GG konstruiert wurde. Somit gilt ¢; = ¢y, woraus nach Konstruktion von S* folgt,
dass colg(v;) = colg(v;) gilt. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass colg eine L-zuléssige
Farbung fiir G ist. Also ist S* eine stabile Menge fiir G* — v*. Da nach Konstruktion
colg«(v§) = i fiir alle Knoten v € V* gilt und S* fiir jeden Knoten v; € V' \ {v*} mit
colg_y+(v;) = ¢ genau einen Knoten vf € V* enthilt, folgt, dass colg«(vi') # colg«(v')
fir alle Knoten v;*,v;* € S* gilt. Damit ist S* eine farbenreiche stabile Menge. Da
V| = nund C* = {1,...,n} gilt, folgt, dass [S*| = |V|—-1=n—1=|C* —1 gilt.
Damit ist S* eine farbenreiche stabile Menge fiir G* — v* der Grofie |C*| — 1, woraus
folgt, dass (G* = (V*, E*),C*, colg+, ¢*, S*) eine giiltige Eingabe fiir IVFSM ist. Das
Erstellen von S* bendtigt O(n) Schritte, da fiir jeden Knoten aus V' \ {v*} ein Knoten
fiir S erzeugt wird. Da Rpp_vrsy ein polynomieller Algorithmus ist, kann eine Eingabe
von ILF in polynomieller Zeit in eine giiltige Eingabe von IVFSM umgewandelt werden.

Fiir die Reduktion von ILF auf IVFSM wurde, bis auf die Umwandlung des Kno-
tens v* und der Farbung colg_,+ auf die Farbe ¢* € C* und die farbenreiche stabile
Menge S* C V* der Grofle |C*| — 1, nur Rpp_vrsy aus Lemma 3.2.1 benutzt. Ent-
sprechend gibt es fiir G* eine farbenreiche stabile Menge der Grole |C*|, genau dann,
wenn es fiir G eine L-zuléssige Farbung cols gibt. Damit wurde gezeigt, dass IVFSM
NP-schwer ist, woraus folgt, dass IVFSM NP-vollsténdig ist. O

In Abbildung 3.5 ist dargestellt wie die Probleme, welche verwendet wurden um die
NP-Vollstandigkeit von VFSM und IVFSM zu zeigen, in Bezug zueinander stehen.
Zuerst wurde das NP-vollstindige Problem LF auf VFSM reduziert. Mit Hilfe dieser
Reduktion wurde das NP-vollstiandige Problem ILF auf IVFSM reduziert.
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4 Datenstrukturen fiir Intervallgraphen
und Farbmengen

In diesem Kapitel werden Datenstrukturen fiir Intervallgraphen und Farbmengen vorge-
stellt, welche in den weiteren Kapiteln genutzt werden. Zusétzlich werden die Laufzeiten
fiir Operationen auf diesen diskutiert.

Als Datenstruktur fiir Intervallgraphen wird ein Intervallbaum verwendet [CLRO09].
Dieser benutzt einen ausbalancierten Rot-Schwarz-Baum als grundlegende Datenstruk-
tur, welche dafiir sorgt, dass Operationen wie das Einfiigen oder Loschen eines Intervalls
im Intervallbaum in O(logn) Schritten moglich sind. Jeder Knoten des Intervallbaums
enthélt ein Intervall, dessen Startzeitpunkt der Schliissel fiir den Rot-Schwarz-Baum ist.
Dies erméglicht eine nach Startzeit sortierte Ausgabe aller Intervalle in O(n) Schritten,
indem der Baum traversiert wird. Dabei wird zuerst der linke Teilbaum, dann die Wurzel
und schlieflich der rechte Teilbaum durchlaufen. Als zusétzliche Information enthélt je-
der Knoten den letztmdoglichen Intervallendpunkt im eigenen Teilbaum. Dies ermoglicht
das Finden eines Intervalls in O(logn) Schritten und das Finden aller Intervalle, welche
ein gegebenes Intervall schneiden, in O(min(n, klogn)) Schritten, wobei k die Anzahl der
Intervalle ist, welche sich mit dem gegebenen Intervall schneiden. Da &k durch die Anzahl
der Farben beschriankt ist, werden fiir das Finden aller Intervalle, welche ein gegebenes
Intervall schneiden, maximal O(min(n, |C|logn)) Schritte benotigt. Zur Vereinfachung
der spateren Laufzeitanalysen wird fiir das Finden aller Intervalle, welche ein gegebenes
Intervall schneiden, angenommen, dass dies in O(n) Schritten passiert.

Als Datenstruktur fiir Farbmengen wird eine Bitdarstellung verwendet. Dabei wird
jede Farbe durch ein Bit dargestellt. Die Farbe ¢ aus der Farbmenge C' = {0, 1, ..., k}
entspricht dem Bit an Bitposition c. Ist der Bit an Bitposition ¢ null, so ist ¢ kein Element
der Farbmenge, ist es eins, so ist ¢ ein Element der Farbmenge. Als Beispiel ist hier die
Teilfarbmenge {2,4, 5,7} der Farbmenge {0, 1,...,7} angegeben:

00101101 = 180

Operationen wie das Einfiigen einer Farbe oder Farbmenge in die Farbmenge und das
Loschen einer Farbe oder Farbmenge aus der Farbmenge benotigen konstante Zeit. Des
Weiteren bendétigt die Vereinigung und der Schnitt zweier Farbmengen auch nur kon-
stante Zeit. Ein weiterer Vorteil dieser Datenstruktur ist, dass so Farbmengen direkt
als Index eines Arrays benutzt werden kénnen. So entspricht jede Bitdarstellung sowohl
einer Teilmenge der Farbmenge {0,1,...,7} als auch einem der Indizes von 0 bis 255.
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5 Vorverarbeitung der Eingabe

In diesem Kapitel wird zuerst die kompakte Intervallgraphdarstellung eingefiihrt, wel-
che grundlegend fiir die FPT-Algorithmen aus Kapitel 6 sind. Im Weiteren wird gezeigt,
wie mit Hilfe von polynomiellen Datenreduktionsalgorithmen eine Eingabe fiir INKRE-
MENTELLE LISTENFARBUNG auf eine dquivalente Eingabe mit bestimmten strukturellen
Eigenschaften fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG oder LISTENFARBUNG reduziert
werden kann. Dabei basieren bestimmte Datenreduktionen auf Beobachtungen aus der
Praxis.

5.1 Kompakte Intervallgraphen

Die ,,Kompaktheit“ von Intervallgraphen bezieht sich auf die Anzahl verschiedener Start-
und Endpunkte der Intervalle, welche in der Intervalldarstellung eines Intervallgraphen
benotigt werden. Kompakte Intervallgraphen wurden von van Bevern u.a. [Bev+15]
eingefiithrt und sind wie folgt definiert:

Definition 5.1.1. Eine Intervalldarstellung ist k-kompakt, wenn der Start- und End-
punkt jedes Intervalls in {1,2,...,k} liegt und die Intervalle aufsteigend nach ihren
Startpunkten sortiert sind. Ein Intervallgraph G ist k-kompakt, wenn fiir G eine k-
kompakte Intervalldarstellung existiert.

Des Weiteren wurde von van Bevern u. a. [Bev+15] gezeigt, dass jede Intervalldarstel-
lung eines Intervallgraphen G in O(nlogn) Schritten in eine k-kompakte Intervalldarstel-
lung fiir G umgewandelt werden kann, sodass jeder Punkt aus {1,2,...,k} mindestens
einen Intervallstart- und einen Intervallendpunkt enthélt und dass k die kleinste Zahl
ist, sodass G k-kompakt ist.

Da die spéter erlauterten FPT-Algorithmen als Eingabe einen Graphen mit einer k-
kompakten Intervalldarstellung fiir ein minimales k erwarten, ist mit Algorithmus 5.1 der
Algorithmus angegeben, welcher fiir einen Intervallgraphen eine k-kompakte Intervall-
darstellung fiir ein minimales k erzeugt. Der Algorithmus sortiert zuerst alle Intervall-
punkte (Start- und Endpunkte) aufsteigend. Anschlieend wird iiber alle Intervallpunkte
iteriert und jedem Intervallpunkt wird die kleinste ganze Zahl zugewiesen, sodass sich
alle Intervalle der Intervallpunkte, welche diese Zahl zugewiesen bekommen haben, im
Intervallgraphen iiberschneiden. Da die Intervallpunkte aufsteigend sortiert sind, muss
hierfiir nur iiberpriift werden, ob auf einen Endpunkt ein Startpunkt folgt.
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5 Vorverarbeitung der Eingabe

Algorithmus 5.1 k-kompakte Intervalldarstellung

1. L « sortiere alle Intervallpunkte (Start- und Endpunkte der Intervalle) aufsteigend,
sodass Endpunkte vor gleichen Startpunkten sortiert sind

k1
: for 1+ 1to 2n do

if i # 1 and L[i — 1] ist Endpunkt and L[i] ist Startpunkt then

E+—k+1

end if

L[i] + k
end for

I IR A i S

5.2 Datenreduktion

In diesem Abschnitt werden Datenreduktionen fiir LISTENFARBUNG und INKREMEN-
TELLE LISTENFARBUNG vorgestellt und die zugehérigen Algorithmen erldutert. Ob-
wohl Datenreduktionen fiir LISTENFARBUNG und INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
gezeigt werden, wird davon ausgegangen, dass fiir die Datenreduktion eine giiltige Ein-
gabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG gegeben ist. Das Ergebnis dieser Reduktion
kann dann entweder eine dquivalente Eingabe fiir das Problem INKREMENTELLE LiIs-
TENFARBUNG oder fiir das Problem LISTENFARBUNG sein. Da sowohl in LF als auch
in ILF ein L-zulédssige Farbung fiir den Eingabegraphen gesucht wird, 16st ein Algorith-
mus fiir das Problem LF, auch das Problem ILF, wobei die Farbung des induzierten
Subgraphen der Knotenmenge V' \ {v*} ignoriert wird.

Anhand der Beispieleingabe aus Abbildung 5.1 werden in den folgenden Abschnitten
die Datenreduktionen vorgestellt. Die Eingabe besteht aus einem Graphen G = (V, E)
mit zehn Knoten, einer Farbmenge C' aus fiinf Farben, einer zuweisbaren Farbliste L(v)
fiir jeden Knoten v € V und einer L-zuldssigen Féarbung colg_,~. Mit Hilfe der Datenre-
duktionen kann diese Eingabe auf eine dquivalente Eingabe mit bestimmten strukturellen
Eigenschaften und nur fiinf Knoten reduziert werden. Des Weiteren gibt die Spalte colg
in Abbildung 5.1 die Farbung der Knoten an, welche durch die Datenreduktion ent-
fernt wurden, sodass eine Féarbung fiir das reduzierte Problem mit dieser Teilfdrbung
eine Farbung fiir G bildet. Einige Datenreduktionen beruhen auf Beobachtungen aus
dem Bereich des Corporate Car Sharings, daher sei hier nochmal erwidhnt, dass jedes
Intervall im Intervallgraphen einer Buchung entspricht und die Farben den Fahrzeugen
entsprechen. Eine Farbliste eines Knotens ist somit eine Liste von zuweisbaren Fahrzeu-
gen.

In Abschnitt 5.2.1 wird eine Datenreduktion vorgestellt, welche Knoten mit nur ei-
ner zuweisbaren Farbe entfernt. In der Praxis tritt dies bei Buchungen mit zusétzlichen
Kriterien auf, welche nur von einem Fahrzeug erfiillt werden konnen. Die zweite Da-
tenreduktion aus Abschnitt 5.2.2 entfernt Knoten, welchen eine lokal einzigartige Farbe
zugewiesen werden kann. In der Praxis entspricht dies einer Buchung, welche ein zu-
weisbares Fahrzeug besitzt, das keiner sich {iberschneidenden Buchung zugewiesen wer-
den kann. In der Datenreduktion, welche in Abschnitt 5.2.3 vorgestellt wird, werden
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Abbildung 5.1: Hier wird eine Beispieleingabe (G, v*, C, L, colg_,+) fiir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG dargestellt. Dabei entspricht v* dem neu hinzugefiigten
Knoten, C' der Farbmenge und colg_,« der L-zuldssigen Farbung fiir den
Graphen G — v*.Die Spalte colg gibt die Farbung der Knoten an, welche
durch die Datenreduktionen entfernt wurden.

zusammenhédngende Knotenmengen mit sich iiberschneidenden Farbmengen entfernt.
In der Praxis sind dies sich iiberschneidende Buchungen, welchen Fahrzeuge gleicher
Fahrzeugklasse zugewiesen werden kénnen. In Abschnitt 5.2.4 wird eine Datenreduktion
vorgestellt, welche die Eingabe auf eine dquivalente Eingabe mit nur einer Zusammen-
hangskomponente beschrinkt. Diese Datenreduktion ist besonders wichtig, da in der
Praxis einzelne Buchungen existieren, welche iiber Nacht oder {iber das Wochenende ge-
hen und somit die einzige Verbindung zwischen den Subgraphen sind. Sollte eines dieser
Intervalle durch eine Datenreduktion entfernt werden konnen, so kénnen direkt gan-
ze Zusammenhangskomponenten aus der Eingabe entfernt werden. Abschliefend wird
in Abschnitt 5.2.5 beschrieben, welche strukturelle Eigenschaft die reduzierte Eingabe
nach Anwendung von allen Datenreduktionen besitzt.

5.2.1 Eindeutige Farbbarkeit

In diesem Abschnitt wird anhand einer Reihe von Beobachtungen eine Datenreduk-
tion vorgestellt, welche Knoten mit bestimmten Eigenschaften entfernt und so eine
aquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG oder LISTENFARBUNG er-
zeugt. Zunichst wird definiert, was die eindeutige Farbbarkeit eines Knotens ist.

Sei ein Graph G = (V, E) und fiir jeden Knoten v € V' eine Liste L(v) von zuldssigen
Farben gegeben. Ein Knoten v € V heifit eindeutig farbbar, wenn |L(v)| = 1 gilt, das
heifit, es gibt fiir v nur eine zuléssige Farbe. Die Farbe eines eindeutig farbbaren Knotens
v € V wird eindeutige Farbe genannt. Sei der Knoten v € V' eindeutig farbbar und sei ¢
die eindeutige Farbe von v. Dann sei L{v — ¢] : V' \ {v} = C mit Ljv — ¢|(w) := L(w)
fir alle w € V' \ (Ng(v) U {v}) und Ljv — ¢|(w) := L(w) \ {c} fiir alle w € Ng(v) die
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5 Vorverarbeitung der Eingabe

Zuweisung von zuldssigen Farblisten beziiglich des eindeutig farbbaren Knotens v.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die Beobachtungen fiir die Datenreduktion be-
schrieben werden. Zuerst wird gezeigt, dass es fiir eine Eingabe von INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG mit einem eindeutig farbbaren Knoten v € V '\ {v*} eine L[v — ¢]-
zuldssige Farbung fiir den induzierten Subgraphen G [V \ {v*, v}] gibt.

Beobachtung 5.2.1. Sei (G,v*,C, L, colg_,~) eine giiltige Eingabe fiir INKREMENTEL-
LE LISTENFARBUNG, v € V\{v*} ein eindeutig farbbarer Knoten mit eindeutiger Farbe c
und Lv — ¢] die Zuweisung von zulissigen Farblisten beziglich des eindeutig farbbaren
Knotens v. Dann gibt es eine Llv — c|-zuldssige Farbung fir den induzierten Subgra-

phen G[V \ {v*,v}].

Beweis. Sei G' = G[V \ {v*,v}] der induzierte Subgraph und ¢ die eindeutige Far-
be von v. Nach Definition eines eindeutig farbbaren Knotens gilt |L(v)| = 1, womit
colg_y+(v) = ¢ folgt. Da colg_,~ eine L-zulédssige Farbung ist, gibt es keinen Knoten
w € Ng_p(v) mit colg_,(w) = c. Somit gilt nach Definition von L[v — ¢] fiir alle Kno-
tenw € V(G—v*)\{v} colg_,(w) € L[v — ¢|](w), da nur die Farbe ¢ aus allen Farblisten
der Nachbarknoten von v entfernt wurde. Daher ist colg: mit colg (w) := colg_,- (w) fiir
alle Knoten w € V'\ {v*, v} eine Ljv — c]-zuldssige Féarbung. O

Nun wird gezeigt, dass eine giiltige Eingabe fiir LISTENFARBUNG mit einem eindeutig
farbbaren Knoten v € V auf eine dquivalente Eingabe fiir LISTENFARBUNG reduziert
werden kann.

Beobachtung 5.2.2. Sei (G,C,L) eine giltige Fingabe fir LISTENFARBUNG. Falls
ein eindeutig farbbarer Knoten v € V. mit eindeutiger Farbe ¢ existiert, so ist (G[V\
{v}],C, Llv — ¢]) mit Lv — ] als Zuweisung von zulissigen Farblisten beziiglich des
eindeutig farbbaren Knotens v eine dquivalente Eingabe fiir LISTENFARBUNG.

Beweis. Sei (G, C, L) eine Ja-Instanz fiir LISTENFARBUNG. Dann existiert eine L-zulés-
sige Farbung colg. Da v ein eindeutig farbbarer Knoten mit eindeutiger Farbe c ist,
folgt colg(v) = ¢. Das heifit fiir alle Nachbarknoten w € Ng(v) gilt colg(w) # ¢. Nach
Definition von L{v — ¢ gilt Llv — ¢](w) = L(w) \ {c} fiir alle Knoten w € Ng(v).
Somit ist colgpn vy mit colgpn fuy(w) = colg(w) fiir alle Knoten w € V' \ {v} eine
Llv — c]-zuléssige Féarbung.

Sei (G[V \{v}],C, Ljv — c]) eine Ja-Instanz fiir LISTENFARBUNG. Dann gibt es eine
L[v — c]-zuléssige Farbung colgp (v})- Nach der Konstruktion von L{v — ¢] gilt fiir den
eindeutig farbbaren Knoten v mit der eindeutigen Farbe ¢ € C colgpn fvy(w) # c fiir
alle w € Ng(v). Somit ist colg mit colg(w) = colgpn vy (w) fiir alle Knoten w € V' \ {v}
und colg(v) = ¢ eine L-zuldssige Féarbung von G.

Somit wurde gezeigt, dass (G[V \ {v}],C, Llv — ¢]) eine dquivalente Eingabe fiir
LISTENFARBUNG ist. O

Mit Hilfe von Beobachtung 5.2.1 und Beobachtung 5.2.2 kann gefolgert werden, dass
die Datenreduktion auch fiir eine Eingabe von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG mit
einem eindeutig farbbaren Knoten v € V'\ {v*} genutzt werden kann, was zum folgenden
Korollar fiihrt.
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5.2 Datenreduktion

Korollar 5.2.3. Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine giltige Eingabe fiir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG. Fulls im Graphen G ein eindeutig farbbarer Knoten v € V' \ {v*} mit
eindeutiger Farbe c existiert, so ist (G',v*,C, Llv — ,colgr_y+) mit G' = G[V \ {v}]
eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG.

Der Fall, dass der Knoten v* einer Eingabe von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
eindeutig farbbar ist, muss gesondert behandelt werden, da das Entfernen dieses Knotens
aus der Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG eine Eingabe fiir LISTENFAR-
BUNG erzeugt.

Beobachtung 5.2.4. Sei (G,v*,C, L, colg_,+) eine giiltige Eingabe fiir INKREMENTEL-
LE LISTENFARBUNG. Falls der Knoten v* eindeutig firbbar ist, so ist (G[V \ {v*}],C,
Lv* — c]) mit ¢ der eindeutigen Farbe von v* eine dquivalente Fingabe fiir LLISTEN-
FARBUNG.

Beweis. Sei (G,v*,C, L, colg_,+) eine Ja-Instanz fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG.
Dann existiert eine L-zuléssige Farbung colg. Da v* ein eindeutig farbbarer Knoten mit
eindeutiger Farbe c ist, folgt colg(v*) = c. Das heifit fiir alle Nachbarknoten w € Ng(v*)
gilt colg(w) # ¢. Nach Definition von L[v* — ] gilt L[v* — ¢](w) = L(w) \ {c} fiir
alle Knoten w € Ng(v*). Somit ist colgpn qo+y mit colgpn oy (w) = colg(w) fiir alle
Knoten w € V' \ {v*} eine L[v* — c]-zuléissige Férbung fiir G[V \ {v*}].

Sei (G[V\{v*}],C, L[v* — c]) eine Ja-Instanz fiir LISTENFARBUNG. Dann gibt es eine
Lv* — c]-zuldssige Farbung colgp (v+})- Nach der Konstruktion von L{v* — c] gilt fiir
den eindeutig farbbaren Knoten v* mit der eindeutigen Farbe ¢ € C' colgpn oy (w) # ¢
fiir alle w € Ng(v*). Somit ist colg mit colg(v) := colgpn fv+y)(v) fiir alle Knoten v €
V\ {v*} und colg(v*) = ¢ eine L-zuldssige Farbung von G.

Somit wurde gezeigt, dass (G[V \ {v*}],C, L[v* — c]) eine Hquivalente Eingabe fiir
LISTENFARBUNG ist. [

Fiir die in diesem Abschnitt beschriebene Datenreduktion gilt, dass jede Losung
colgpn\ vy einer reduzierten Eingabe durch das Erweitern der Féarbung colgp g,y mit
dem eindeutig farbbaren Knoten v und dessen eindeutiger Farbe ¢ zu einer Losung fiir
die Originaleingabe wird. Falls colgp\ (o)) eine L{v — c]-zuléssige Farbung fiir G[V'\ {v}]
ist, so ist die Férbung colg mit colg(w) := colgp vy (w) fiir alle Knoten w € V'\ {v}
und colg(v) := ¢, nach Definition von L[v — ¢], eine L-zulissige Farbung fiir G.

Falls der Knoten v* € V eindeutig farbbar ist und zusétzlich alle Nachbarknoten durch
colg_,~ mit einer anderen Farbe als der eindeutigen Farbe von v* gefarbt werden, so gibt
es eine L-zuldssige Farbung fiir den Graphen G.

Beobachtung 5.2.5. Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine giiltige Fingabe fiir INKREMEN-
TELLE LISTENFARBUNG. Fulls v* eindeutig farbbar mit eindeutiger Farbe c ist und
colg_p«(w) # ¢ fir alle Nachbarknoten w € Ng(v*) gilt, so gibt es eine L-zuldssige
Férbung colg.

Beweis. Da colg_.,«(w) # c fir alle Nachbarknoten w € Ng(v*) gilt, ist colg mit
colg(v) = colg_,+(v) fiir alle Knoten v € V' \ {v*} und colg(v*) = ¢ eine L-zuléssige
Farbung. [
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Abbildung 5.2: Hier wird die Datenreduktion durch eindeutig firbbare Knoten darge-
stellt. Der Knoten vy ist eindeutig farbbar mit der eindeutigen Farbe 2.
Nach der Reduktion wurde v, aus dem Graphen entfernt, die Farbe aus
den zuweisbaren Farblisten der Nachbarknoten entfernt und colg(vq) = 2
gesetzt.

In Abbildung 5.2 ist die Datenreduktion anhand des Beispiels dargestellt. In der Praxis
entspricht der eindeutig farbbare Knoten vy mit der eindeutigen Farbe 2 einer Buchung,
welcher aufgrund bestimmter Buchungskriterien nur das Fahrzeug 2 zugewiesen werden
kann. Nach der Reduktion wurde der Knoten vy aus dem Graphen entfernt, die Farbe 2
aus den zuweisbaren Farblisten der Nachbarknoten von v, entfernt und colg(vy) = 2
gesetzt.

Abschlielend wird der Algorithmus 5.2 fiir die Datenreduktion vorgestellt. Dieser be-
schréankt sich auf eine Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG und auf eindeutig
farbbare Knoten v € V'\{v*}. Die Algorithmen, welche v* berticksichtigen oder als Einga-
be eine Eingabe fiir LISTENFARBUNG erwarten, laufen analog zu dem hier prasentierten
Algorithmus ab. In dem Algorithmus entspricht der Graph G* dem Originalgraphen vor
der Datenreduktion. Der Graph G ist ein induzierter Subgraph des Graphen G*. Der
Algorithmus entfernt iterativ alle Knoten v € V'\ {v*} mit |L(v)| = 1. In jedem Schritt
wird zuerst der Farbung colg« die eindeutige Farbe ¢ des eindeutig farbbaren Knotens v
zugewiesen, sodass colgs(v) = ¢ gilt. Anschlieend wird die Farbe ¢ aus allen zuléssigen
Farblisten L(w) der Nachbarknoten w € Ng(v) entfernt und iiberpriift, ob dadurch
neue eindeutig farbbare Knoten entstehen. AbschlieBend wird G auf den induzierten
Subgraphen ¢ [V \ {v}} reduziert, was die Grundlage fiir die néchste Iteration bildet.

Um die Laufzeit der Datenreduktion zu berechnen werden hier alle Laufzeiten der
einzelnen Schritte erlautert. Das initiale Finden der Knotenmenge {v € V \ {v*} |
|L(v)| = 1} benétigt O(n) Schritte, da jeder Knoten einmal iiberpriift werden muss. Die
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Algorithmus 5.2 eindeutigeFarbbarkeit(G, L, colg«, v*, colgs_y+)

1: W < erstelle eine FIFO-Liste (,,First In - First Out“) mit den Methoden W.poll(),
und W.add(c), dabei entfernt W.poll() das erste Element aus der Liste und
gibt es zuriick und W.add(v) fiigt v an das Ende der Liste

2: W « fiige zu W alle Knoten der Menge {v € V' \ {v*} | |L(v)| = 1} hinzu

3: while W nicht leer do

4: v+ Wopoll()

5. ¢ < colg_(v)

6:  colg«(v) + ¢

7. for all w € Ng(v) do

8: if ¢ € L(w) then

9: L(w) « L(w) \ {c}

10: if w # v* und |L(w)| = 1 then
11: W.add(w)

12: end if

13: end if

14:  end for

15 G+ GV \ {v}]
16: end while

17: return (G, L, colg)

Anzahl der Iterationen der While-Schleife ist durch die Anzahl der Knoten beschrinkt,
da in jeder Iteration ein Knoten aus G entfernt wird. Eine Iteration der While-Schleife
benotigt O(n + logn) Schritte. Dies setzt sich zusammen aus O(n) Schritten fiir das
Finden aller Nachbarknoten von v und aus O(logn) Schritten fir das Entfernen von v
aus (G. Das Entfernen der Farbe ¢ aus allen zuléssigen Farblisten der benachbarten
Knoten von v spielt keine Rolle, da aufgrund der Datenstruktur fiir Farbmengen, welche
in Kapitel 4 beschrieben wurde, diese Operation in konstanter Zeit ausfithrbar ist. Die
Gesamtlaufzeit setzt sich somit wie folgt zusammen:

o) n +.n (n+logn)) =O0(n?
(o o gn )) = 0(n’)
Finden von eindeutig V] Tteration
farbbaren Knoten While-Schleife

5.2.2 Lokal einzigartige Farben

In diesem Abschnitt wird anhand einer Reihe von Beobachtungen eine Datenreduktion
vorgestellt, welche Knoten mit einer bestimmten lokalen Eigenschaft entfernt und so
eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG oder LISTENFARBUNG
erzeugt. Zundchst wird definiert, was ein lokal einzigartig farbbarer Knoten ist.

Sei ein Graph G = (V, E) und fiir jeden Knoten v € V' eine Liste L(v) von zulédssigen
Farben gegeben. Ein Knoten v € V' ist lokal einzigartig farbbar, wenn eine Farbe ¢ € L(v)
existiert, sodass ¢ € L(w) fiir alle benachbarten Knoten w € Ng(v) gilt. Die Farben eines
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lokal einzigartig farbbaren Knotens v € V| welche in keiner Farbliste eines Nachbarkno-
tens von v vorkommen, werden lokal einzigartige Farben genannt.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die Beobachtungen fiir die Datenreduktion be-
schrieben werden. Zuerst wird gezeigt, dass es fiir eine Eingabe von INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG mit einem lokal einzigartig farbbaren Knoten v € V' \ {v*} eine L-
zuldssige Féarbung coly,_,. mit coly,_,.(v) = ¢ gibt.

Beobachtung 5.2.6. Sei (G,v*,C, L, colg_,~) eine giiltige Fingabe fiir INKREMENTEL-
LE LISTENFARBUNG. Fulls es in G ein lokal einzigartig farbbaren Knoten v € V' \ {v*}
mit lokal einzigartiger Farbe ¢ € L(v) gibt, so gibt es eine L-zuldssige Fdrbung col,_, .
mit colg_,«(v) = c.

Beweis. Seiwv der lokal einzigartig firbbarer Knoten mit lokal einzigartiger Farbe ¢ € L(v).
Nach der Definition eines lokal einzigartig farbbaren Knotens mit lokal einzigartiger
Farbe ¢ € L(v) gilt ¢ € L(w) fiir alle benachbarten Knoten w € Ng(v). Somit gilt ¢ #
colg_,+(w) fiir alle benachbarten Knoten w € Ng(v). Damit ist colg,_,. mit col,_,. (w) :=
colg_p«(w) fiir alle w € V' \ {v,v*} und coly,_,.(v) := ¢ eine L-zuldssige Féarbung fiir

GIV A {vr}]. a

Fiir den Fall, dass der Knoten v* einer Eingabe von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
lokal einzigartig farbbar ist, kann gezeigt werden, dass eine L-zuldssige Farbung colg
existiert.

Beobachtung 5.2.7. Sei (G,v*,C, L, colg_,~) eine giiltige Fingabe fiir INKREMENTEL-
LE LISTENFARBUNG. Wenn der Knoten v* ein lokal einzigartig farbbarer Knoten ist,
dann gibt es eine L-zuldssige Farbung colg.

Beweis. Da v* ein lokal einzigartig farbbarer Knoten ist, folgt nach der Definition ei-
nes lokal einzigartig farbbaren Knotens, dass es eine Farbe ¢ € L(v*) gibt, sodass
¢ ¢ L(w) fiir alle benachbarten Knoten w € Ng(v*) gilt. Das heifit fiir die L-zuléssige
Féarbung colg_,+ gilt ¢ # colg_,+(w) fiir alle Knoten w € Ng(v*). Somit ist die Farbung
colg mit colg(v) := colg_+(v) fiir alle Knoten v € V' \ {v*} und colg(v*) := ¢ eine
L-zuléssige Farbung. O

Nun wird gezeigt, dass eine giiltige Eingabe fiir LISTENFARBUNG mit einem lokal
einzigartig farbbaren Knoten v € V' auf eine dquivalente Eingabe fiir LISTENFARBUNG
reduziert werden kann.

Beobachtung 5.2.8. Sei (G, C, L) eine giiltige Fingabe fiir LISTENFARBUNG. Falls ein
lokal einzigartig farbbarer Knoten v € V' existiert, so ist (G[V \ {U}},O,L[V \ {v}})
eine dquivalente Eingabe fiir LISTENFARBUNG.

Beweis. Sei (G,C, L) eine Ja-Instanz fur LISTENFARBUNG mit einem lokal einzigartig
farbbaren Knoten v € V. Dann gibt es eine L-zuléssige Farbung cols. Insbesondere
gibt es fiir jeden induzierten Graphen G[V’] mit V' C V eine L[V']-zuléssige Féarbung.
Daraus folgt, dass colgpn vy mit colgpn vy (w) := colg(w) fiir alle Knoten w € V' \ {v}
eine L[V \ {v}]-zuldssige Farbung ist.
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Sei (G, C, L) eine Nein-Instanz. Dann existiert keine L-zuléssige Farbung colg. Ange-
nommen es gibt eine L[V \ {v}]-zulédssige Férbung colgp (oy fiir den induzierten Sub-
graphen G[V \ {v}]. Da v ein lokal einzigartig firbbarer Knoten ist, gibt es nach De-
finition von lokal einzigartig firbbaren Knoten eine Farbe ¢ € L(v), sodass ¢ & L(w)
fiir alle benachbarten Knoten w € Ng(v) gilt. Somit gilt ¢ # colgpn vy (w) fiir alle
Knoten w € Ng(v). Daraus folgt, dass colg mit colg(w) := colgp (v (w) fiir alle Kno-
ten w € V \ {v} und colg(v) := ¢ eine L-zulissige Farbung fiir G ist. Dies ist ein
Widerspruch dazu, dass (G, C, L) eine Nein-Instanz ist, also existiert keine L[V \ {v}]-
zuléissige Féarbung colgp vy, woraus folgt, dass (G[V \ {v}],C, L[V \ {v}]) ebenfalls
eine Nein-Instanz ist.

Somit wurde gezeigt, dass (G[V \ {v}],C, L[V \ {v}]) eine dquivalente Eingabe fiir
LISTENFARBUNG ist. O

Mit Hilfe von Beobachtung 5.2.6 und Beobachtung 5.2.8 kann gefolgert werden, dass
die Datenreduktion auch fiir eine Eingabe von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG mit
einem lokal einzigartig farbbaren Knoten v € V' \ {v*} genutzt werden kann, was zum
folgenden Korollar fiihrt.

Korollar 5.2.9. Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine giltige Eingabe fiir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG. Fulls ein lokal einzigartig farbbarer Knoten v € V' \ {v*} existiert, so
ist die Bingabe (G',v*,C, L, colgr_p-) mit G' = G[V \ {v}] und L' = L[V \ {v}] eine
dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG.

Fiir die in diesem Abschnitt beschriebene Datenreduktion gilt, dass jede Losung
colgp\fvy) einer reduzierten Eingabe durch das Erweitern der Farbung colgp gy mit
dem lokal einzigartig farbbaren Knoten v und dessen lokal einzigartiger Farbe ¢ zu ei-
ner Losung fiir die eigentliche Eingabe wird. Falls colgp (o)) eine L[V \ {v}]-zuldssige
Farbung fiir G[V'\ {v}] ist, so ist die Farbung colg mit colg(w) := colgpn vy (w) fiir alle
Knoten w € V' \ {v} und colg(v) := ¢ nach Definition eines lokal einzigartig farbbaren
Knotens eine L-zuldssige Farbung fiir G.

In Abbildung 5.3 ist die Datenreduktion anhand des Beispiels dargestellt. In der
Praxis entspricht der lokal einzigartig farbbare Knoten vg mit der lokal einzigartigen
Farbe 5 einer Buchung, welche das zuweisbare Fahrzeug 5 besitzt, welches keiner sich
iiberschneidenden Buchung zugewiesen werden kann. Nach der Reduktion wurde der
Knoten vg aus dem Graphen entfernt und colg(vg) = 5 gesetzt.

Abschliefend wird der Algorithmus 5.3 fiir die Datenreduktion vorgestellt. Im Al-
gorithmus entspricht der Graph G* dem Originalgraphen vor der Datenreduktion und
der Graph G einem induzierten Subgraphen des Graphen G*. Der Algorithmus startet,
indem er alle Knoten des Eingabegraphen in einer Knotenmenge V' abspeichert. An-
schlieend wird so lange iiber die Knotenmenge V' iteriert, bis diese kein Knoten mehr
enthélt. In jeder Iteration wird ein Knoten v aus V' entfernt und anschlieffend geschaut,
ob dieser lokal einzigartig farbbar ist. Dies geschieht, indem das relative Komplement F
der Farbliste L(v) und der Vereinigung aller Farblisten der Nachbarknoten von v berech-
net wird. Ist F' die leere Menge, so wird mit der néichsten Iteration weiter gemacht. Ist F’
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Abbildung 5.3: Hier wird die Datenreduktion durch lokal einzigartig farbbare Knoten
dargestellt. Der Knoten vy ist lokal einzigartig farbbar mit der lokal ein-
zigartigen Farbe 5. Nach der Reduktion wurde vg aus dem Graphen ent-
fernt und colg(vg) = 5 gesetzt.

nicht leer, dann ist der Knoten v lokal einzigartig fiarbbar und besitzt | F'| viele lokal ein-
zigartige Farben. Dann wird der Farbung colg+ fiir v eine der lokal einzigartigen Farben
aus F zugewiesen. Abschliefend wird G auf den induzierten Subgraphen G[V \ {v}]
reduziert und V' wird um alle Nachbarknoten von v ergénzt, da diese fiir den neuen
Graphen wieder lokal einzigartig farbbar sein konnten.

Um die Laufzeit der Datenreduktion zu berechnen, werden hier alle Laufzeiten der
einzelnen Schritte erldutert. Die Repeat-Schleife ist durch O(n?) beschrinkt, da fiir je-
den aus V' entfernten Knoten O(n) viele Knoten zu V' hinzugefiigt werden konnen.
Im Folgenden wird der Aufwand einer Iteration erlautert. Das Entfernen von v aus V’
bendstigt O(logn) Schritten. Durch die Datenstrukturen fiir den Intervallgraphen und die
Farbmenge, welche in Kapitel 4 eingefiihrt wurden, werden fiir das Finden aller Nachbar-
knoten von v maximal O(n) Schritte benotigt und aller lokal einzigartigen Farben von v
maximal O(n) Schritte benotigt. Das Entfernen des Knotens v aus G' benétigt ebenfalls
durch den Intervallbaum als Datenstruktur nur O(logn) Schritte. Die Vereinigung der
Knotenmenge V' und der Nachbarknoten N bendotigt O(nlogn) Schritte, da tiberpriift
werden muss, ob die Nachbarknoten schon in V'’ enthalten sind. Die Gesamtlaufzeit setzt
sich somit wie folgt zusammen:

o( n% -(logn + n + n + logn + nlogn )) =O0(n’logn)
~—~ N , ~—~ ~— N , \ ,
dufSere us V’ Finden von Finden von lokal v aus G Vereinigung

Schleife  entfernen  Nachbarknoten  einzigartigen Farben  epifernen  yon V' und N

44



5.2 Datenreduktion

Algorithmus 5.3 lokalEinzigartigeFarben(G, colg+)

1: V'« V(G)

2: repeat

3: v < beliebiger Knoten aus V'
V'« V'\ {v}
N + Ng(v)

4
5
6: F < L(v)\ Upeny L(w)
7. if F # () then
8
9

colg+ (v) = ¢ mit der ersten Farbe ¢ € F'
G~ GV(G)\ {v}]

10: V<~ V'UN

11:  end if

12: until V' =0

13: return (G, colg+)

5.2.3 Pseudofahrzeugklassen

In diesem Abschnitt wird anhand einer Reihe von Beobachtungen eine Datenreduktion
vorgestellt, welche spezielle zusammenhéngende Knotenmengen mit sich iiberschneiden-
den Farbmengen entfernt und so eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LIS-
TENFARBUNG oder LISTENFARBUNG erzeugt. Zunéchst wird definiert, was eine Pseu-
dofahrzeugklasse fiir eine Knotenmenge V' C V' ist.

Definition 5.2.10. Eine Menge von Farben F' C (' wird Pseudofahrzeugklasse fiir die
Knotenmenge V' C 'V genannt, wenn fiir F' und V’ folgende drei Eigenschaften gelten:

1. Fiir alle Knoten v € V' gilt F' C L(v).
2. Der induzierte Subgraph G[V'] ist zusammenhéngend.

3. Keine Farbe aus F'ist in einer Liste der zuldssigen Farben der benachbarten Knoten
der Knotenmenge V"’ enthalten, das heifit fiir jeden Knoten w € |J,cy» Na(v) \ V'
und jede Farbe ¢ € F gilt ¢ € L(w).

Des Weiteren beschréankt sich diese Datenreduktion auf Intervallgraphen. Da jeder
Intervallgraph ein perfekter Graph ist und somit die chromatische Zahl gleich der Cli-
quenzahl ist, kann fiir die Reduktion folgendes Korollar verwendet werden:

Korollar 5.2.11. Sei G ein Intervallgraph, dann existiert fiir G eine zuldssige Farbung
colg mit der Farbmenge {1, ..., w(G)}.

Mit Hilfe der Definition fiir Pseudofahrzeugklassen und dem Korollar 5.2.11 kénnen

die Beobachtungen fiir die Datenreduktion beschrieben und bewiesen werden. Zuerst
wird folgende Beobachtung gezeigt:
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Beobachtung 5.2.12. Sei (G,v*,C, L, colg_,+) mit Intervallgraph G eine giiltige Fin-
gabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG und F' eine Pseudofahrzeugklasse fiir die
Knotenmenge V' C V. Falls w(G[V']) < |F| gilt, so gibt es entweder fiir:

1. v* ¢ V' eine L-zulissige Féirbung colg,_,. mit coly_,.(v) = colg_,(v) fir alle
Knoten v € V' \ (V' U{v*}) und coly,_,.(v) € F fir alle Knoten v € V' oder

2. v* € V' eine L-zulissige Farbung colg.

Beweis. Sei F eine Pseudofahrzeugklasse fiir die Knotenmenge V/ C V, sodass w(G[V'])
< |F| gilt. Aus Korollar 5.2.11 folgt, dass es fiir den induzierten Subgraphen G[V’] eine L-
zuldssige Féarbung colgpy gibt, fiir die colgp/(v) € F fiir alle Knoten v € V' gilt. Nach
der Definition einer Pseudofahrzeugklasse gilt fiir jeden Knoten w € |J,c\» Na(v) \ V'
und jede Farbe c € F' ¢ € L(w).

Falls v* ¢ V' gilt, folgt, dass colg_+(w) ¢ F fiir alle Knoten w € (J,o» Na(v) \
{V'U{v*}} gilt. Somit ist die Farbung colf,_,. mit colj,_,.(v) := colg_,-(v) fiir alle
Knoten v € V' \ (V' U {v*}) und colj,_,.(v) := colgp(v) fiir alle Knoten v € V' eine
L-zuldssige Farbung fiir den Graphen G — v*.

Falls v* € V' gilt, folgt, dass colg_,+(w) & F fiir alle Knoten w € {J,¢y» Ne(v) \ V'
gilt. Somit ist die Farbung colg mit colg(v) := colg_.«(v) fiir alle Knoten v € V' \ V'
und colg(v) := colgp(v) fiir alle Knoten v € V' eine L-zuldssige Farbung fiir den

Graphen G. O

Nun wird gezeigt, dass eine giiltige Eingabe fiir LISTENFARBUNG mit einer Pseu-
dofahrzeugklasse F' fiir eine Knotenmenge V' C V auf eine dquivalente Eingabe fiir
LISTENFARBUNG reduziert werden kann, wenn w(G[V']) < |F| gilt.

Beobachtung 5.2.13. Sei (G, C, L) mit Intervallgraph G eine giiltige Eingabe fiir Lis-
TENFARBUNG und F' eine Pseudofahrzeugklasse fir die Knotenmenge V' C V. Falls
w(GV']) <|F| gilt, soist (G[V \V'],C,L[V \V']) eine dquivalente Eingabe fiir Lis-
TENFARBUNG.

Beweis. Sei (G,C, L) mit Intervallgraphen G eine Ja-Instanz fiir LISTENFARBUNG mit
einer Pseudofahrzeugklasse F fiir die Knotenmenge V/ C V, sodass w(G[V']) < |F] gilt.
Dann gibt es eine L-zulédssige Farbung colg. Insbesondere gibt es fiir jeden induzierten
Graph G[W] mit W C V eine L[W]-zuldssige Farbung, woraus folgt, dass colgp\v
mit colgpnv(v) = colg(v) fiir alle Knoten v € V' \ V’ eine L[V \ V']-zuldssige Farbung
ist.

Sei (G,C, L) eine Nein-Instanz. Dann existiert keine L-zuldssige Farbung colg. An-
genommen es gibt eine L[V \ V']-zuléssige Farbung colgp\v fiir den induzierten Sub-
graphen G[V \ V’]. Da F eine Pseudofahrzeugklasse fiir die Knotenmenge V' C V
ist und w(G[V’']) < |F| gilt, folgt aus Korollar 5.2.11, dass es fiir den induzierten
Subgraphen G[V'] eine L-zuldssige Féarbung colgp gibt, fir die colgp(v) € F fiir
alle Knoten v € V' gilt. Nach der Definition einer Pseudofahrzeugklasse gilt fiir je-
den Knoten w € J,cy» Na(v) \ V' und jede Farbe ¢ € F' ¢ ¢ L(w). Daher folgt,
dass colgpnv(w) € F fiir alle Knoten w € J,c Na(v) \ V' gilt. Somit ist colg
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mit colg(v) := colgprvq(v) fiir alle Knoten v € V' \ V/ und colg(v) := colgp(v)
fiir alle Knoten v € V' eine L-zulassige Farbung fiir G. Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass (G,C, L) eine Nein-Instanz ist, also existiert keine L-zuldssige Férbung colgp v,
woraus folgt, dass (G[V \ V'],C, L[V \ V']) ebenfalls eine Nein-Instanz ist.

Somit wurde gezeigt, dass (G[V \ V’],C’,L[V \ V’]) eine dquivalente Eingabe fiir
LISTENFARBUNG ist. [

Mit Hilfe von Beobachtung 5.2.12 und Beobachtung 5.2.13 kann gefolgert werden, dass
die Datenreduktion auch fiir eine giiltige Eingabe von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
mit einer Pseudofahrzeugklasse F' fiir eine Knotenmenge V/ C V' \ {v*} genutzt werden
kann, was zu folgendem Korollar fiihrt.

Korollar 5.2.14. Sei (G,v*,C, L,colg_,+) mit einem Intervallgraphen G eine giiltige
FEingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG und sei F' eine Pseudofahrzeugklasse fiir
die Knotenmenge V' C V \ {v*}. Falls w(G[V']) < |F| gilt, so ist (G',v*,C, L', colgr_,~)
mit G' = G[V\ V'] und L' = L[V \ V'] eine dquivalente Eingabe fir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG.

Fiir die in diesem Abschnitt beschriebene Datenreduktion gilt, dass jede Losung
colgp\v einer reduzierten Eingabe durch das Erweitern der Farbung colgp v mit der
Farbung der Knotenmenge V' durch die Pseudofahrzeugklasse F' zu einer Losung fiir die
eigentliche Eingabe wird. Falls colgp v eine L[V\ V'|-zuléssige Farbung fiir G[V'\ V'] ist
und colgpy die L[V']-zuldssige Farbung der Knotenmenge V'’ durch die Pseudofahrzeug-
klasse Fist, so ist die Férbung colg mit colg(v) := colgp v (v) fiir alle Knoten v € V\V’
und colg(v) := colgp(v) fiir alle Knoten v € V' eine L-zuléssige Farbung fiir G.

In Abbildung 5.4 ist die Datenreduktion anhand des Beispiels dargestellt. In der Praxis
entsprechen Pseudofahrzeugklassen Fahrzeugen mit gleichen Eigenschaften, welche sich
iiberschneidenden Buchungen zugewiesen werden konnen. Im Beispiel gibt es zwei Kno-
tenmengen {vy, v3,vs,v*} und {vy, vs}, deren induzierte Subgraphen zusammenhéngend
sind und dessen Knoten alle die Farben 1 und 4 in ihrer jeweiligen Farbliste enthalten.
Des Weiteren kommt keine dieser Farben in einem der Nachbarknoten der jeweiligen Kno-
tenmengen vor. Damit bilden die Fahrzeuge 1 und 4 sowohl fiir die Menge {vq, v3, vs, v*}
als auch fiir die Menge {v4, v6} eine Pseudofahrzeugklasse. Da fiir die Reduktion die ma-
ximale Clique der induzierten Subgraphen von {vy, vs, vs,v*} und {vy, ve} kleiner gleich
der Anzahl der Farben der Pseudofahrzeugklasse sein muss, kann die Reduktion nur auf
die Knotenmenge {vy, v} angewendet werden, da {vy,vs,v*} eine Clique der Grofe 3
bildet. Durch die Reduktion werden die Knoten v, und vg aus dem Graph entfernt und
colg(vy) = 1 und colg(vg) = 4 gesetzt.

Abschlielend wird der Algorithmus fiir die Datenreduktion vorgestellt. Dieser ist in
zwei Algorithmen aufgeteilt. Der Algorithmus 5.4 iiberpriift, ob die Anzahl der Farben
in der Pseudofahrzeugklasse F” fiir die Knotenmenge V' grofer oder gleich der Cliquen-
zahl des induzierten Subgraphen G[V'] ist. Falls dies der Fall ist, farbt der Algorithmus
alle Knoten der Knotenmenge V' mit Farben aus F’. Um die Cliquenzahl zu berechnen,
werden zuerst alle Intervallpunkte, also Start- und Endpunkte, aufsteigend sortiert. Mit
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Abbildung 5.4: Hier wird die Datenreduktion durch Pseudofahrzeugklassen dargestellt.
Die Farbmenge {1,4} bildet eine Pseudofahrzeugklasse fiir die Knoten-
mengen {vy, v3, vs,v*} und {vy, v6}. Aufgrund der Grofie der maximalen
Cliquen in den induzierten Graphen der Knotenmengen, kann die Re-
duktion nur auf die Knotenmenge {vy,vs} angewendet werden. Dabei
werden die Knoten aus dem Graphen entfernt und colg(vs) = 1 und
colg(vg) = 4 gesetzt.

Hilfe dieser sortierten Liste kann die Grofle der maximalen Clique ¢,,4, berechnet wer-
den. Dabei wird iiber die sortierte Liste iteriert und in jeder Iteration wird die Grofie
der aktuellen Clique ¢ aktualisiert. Falls der aktuelle Intervallpunkt ein Startpunkt ist,
wird ¢ um eins erhoht und iiberpriift, ob ¢ grofler als ¢4, ist und ¢4, gegebenenfalls
aktualisiert. Falls der Intervallpunkt ein Endpunkt ist, wird ¢ um eins verringert. An-
schliefend entspricht ¢, der Cliquenzahl von G[V’], sodass gepriift werden kann, ob
fiir die Knotenmenge V' eine zuldssige Farbung durch die Farbmenge F” existiert. Falls
diese existiert, wird jedem Knoten aus V’ mit Hilfe einer FIFO-Liste eine Farbe aus F’
zugewiesen. AbschlieBend wird die Knotenmenge V' aus dem Graph G entfernt.

Die Laufzeit des Algorithmus 5.4 setzt sich aus O(nlogn) Schritten fiir das Sortieren
der Intervallpunkte, O(n) Schritten fiir das Berechnen der Cliquenzahl, O(|C|) Schritten
fiir das Erstellen der FIFO-Liste, O(n) Schritten fiir das Farben der Knotenmenge V’
und O(nlogn) Schritten fiir das Entfernen aller Knoten von V' aus G zusammen. Die
Gesamtlaufzeit ist somit folgende:

O( nlogn + n + |C] + n + nlogn )
—— ~ ~— ~ ——
Sortieren der _ For-Schleife FIFO-Liste For-Schleife Knotenmenge
Intervallpunkte  Cliquenzahl berechnen erstellen Férben der Knoten aus V' qus G entfernen

mit Pseudofahrzeugklasse

ICl<n

@) (n log n)

Der Algorithmus 5.5 sucht in G nach Pseudofahrzeugklassen F’ C C fiir"Knotenmen—
gen V' C V und ruft damit den Algorithmus 5.4 auf, welcher G nach Uberpriifung,
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Algorithmus 5.4 firbePseudofahrzeugklasse(G, colgs, V', F")

1: S « sortiere alle Intervallpunkte der Knotenmenge V' aufsteigend, dabei sind Inter-
vallpunkte eines Knotens die Start- und Endpunkte der rechtsoffenen Intervalle
in der Intervalldarstellung

2: ¢ 0 \\Grole der aktuellen Clique

3: Cmaz < 0 \\Grofle der maximalen Clique in G[V]

4: for i < 1 to |S| do

5. if S[i] ist ein Startpunkt then

6 c+c+1

7: if ¢4 < ¢ then
8 Cnaz < C

9 end if

10:  else

11: c+—c—1

12:  end if

13: end for

14: if ¢y < |F'| then

15:  F < erstelle eine FIFO-Liste (,,First In - First Out“) mit den Methoden F.poli(),
und F.add(c), dabei entfernt F.poll() das erste Element aus der Liste und
gibt es zurtick und F.add(c) fiigt ¢ an das Ende der Liste

16:  F « fiige zu F alle Farben der Menge F’ hinzu

17. for i < 1 to |S| do

18: if S[i] ist ein Startpunkt der Intervalldarstellung eines Knotens v then
19: colgs (v) « F.poll()

20: else

21: F.add(colg+(v))

22: end if

23:  end for

20 G+« GV \{V'}]
25: end if

26: return (G, colg)

ob w(G[V']) < |F'| gilt, auf den induzierten Subgraphen G[V \ V'] reduziert. Der
Algorithmus fiithrt die Datenreduktion so lange aus, bis es keine Pseudofahrzeugklas-
sen F' C C' mit Knotenmenge V' C V mehr gibt, fir die w(G[V’]) < |F'| gilt. In
jeder Iteration wird iiber alle Farben ¢ € (' iteriert. Fiir die Farbe ¢ € C wird fiir
jede Knotenmenge V' einer Zusammenhangskomponente des induzierten Subgraphen
G[{v € V | ¢ € L(v)}] der Algorithmus 5.4 mit Pseudofahrzeugklasse F” aufgerufen.
Dabei enthilt F” alle Farben, die in allen Farblisten L(v) der Knoten v € V' vor-
kommen und gleichzeitig in keiner Farbliste eines Knotens der ,, Nachbarknotenmenge*
Uvev' Na(v) \ V' vorkommen. Um jede Knotenmenge V' einer Zusammenhangskompo-
nente des induzierten Subgraphen G[{v € V | ¢ € L(v)}] zu erhalten, wird zuerst die
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Algorithmus 5.5 entfernePseudofahrzeugklassen(G, C, L, colg+)

1: repeat
2.k« |V(Q)]
3: forall ce C do
4: S < sortiere Knoten aus {v € V' | ¢ € L(v)} nach ihren Startpunkten in der
Intervalldarstellung
5: V' {} \\ Knoten der Zusammenhangskomponente
emaz < 0 \\ groBter Endpunkt eines Intervalls in der Zusammenhangskom-
ponente
7 for i < 1 to |S| do
8: if Startpunkt der Intervalldarstellung von S[i| > €4, then
9: if |V'| > 0 then
10: N U,err Na(v) \ V!
11: F' — Nyperr L) \ Upen L(w)
12: (G, colg+) < firbePseudofahrzeugklasse(G, colgs, V', F")
13: end if
14: Vi« S [Z]
15: €maz < Endpunkt der Intervalldarstellung von S|i]
16: else
17: V'« V'U S[i]
18: if Endpunkt der Intervalldarstellung von S[i] > €,,,, then
19: €maz < Endpunkt der Intervalldarstellung von S[i]
20: end if
21: end if
22: end for

23:  end for
24: until k£ = |V (G)
25: return (G, colg+)

Knotenmenge {v € V | ¢ € L(v)} nach ihren Startpunkten in der Intervalldarstellung
aufsteigend sortiert. Anschliefend wird {iber diese Knoten iteriert. Falls der Intervall-
startpunkt des Knotens v kleiner als der gréfite Intervallendpunkt e, der vorherigen
Iterationen ist, so wird die Menge V’ um v erweitert. Ist zusétzlich der Intervallendpunkt
von v grofler als €,,,, so wird e,,,, aktualisiert. Falls der Intervallstartpunkt des Kno-
tens v grofer oder gleich e, ist, dann ist G[V'] eine Zusammenhangskomponente von
G[{veV|ce L(v)}]. Dann wird die Pseudofahrzeugklasse F” fiir die Knotenmenge V"’
berechnet und der Algorithmus 5.4 aufgerufen. Um weitere Zusammenhangskomponen-
ten zu erhalten, wird V' = {v} und e,,,, gleich dem Intervallendpunkt von v gesetzt.
Um die Laufzeit der Datenreduktion zu berechnen, werden hier alle Laufzeiten der ein-
zelnen Schritte erldutert. Die Repeat-Schleife ist durch O(n) beschrénkt, da mindestens
ein Knoten aus G entfernt werden muss, damit ein weiterer Schleifendurchlauf ausgefiihrt
wird. Durch die duflere For-Schleife kommt der Faktor O(|C|) zur Laufzeit hinzu. Das
Sortieren der Knotenmenge {v € V | ¢ € L(v)} bendtigt durch den Intervallbaum als
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5.2 Datenreduktion

Datenstruktur fiir den Intervallgraphen nur O(n) Schritte. Durch die innere For-Schleife
kommt der Faktor O(n) hinzu, da die Farbe ¢ in jeder Farbliste aller Knoten vorkom-
men kann. Das Finden jedes Nachbarknotens aller Knoten aus V' benétigt durch den
Intervallbaum als Datenstruktur O(n) Schritte. Aufgrund der Bitdarstellung der Farb-
mengen, werden nur O(n) Schritte benétigt um F’ zu berechnen. Die Gesamtlaufzeit
setzt sich somit wie folgt zusammen:

O n N (G n n . n n nlogn
Repeat-Schleife Gufere Sortieren innere Finden von 7 Pseudofahrzeug-

For-Schleife  Nachbarknoten  berechnen

For-Schleife Star?];linkten klasse fdarben

= O(|C] - n’logn)

5.2.4 Reduzieren auf eine Zusammenhangskomponente

In diesem Abschnitt wird eine Datenreduktion vorgestellt, welche eine giiltige Eingabe
fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTEL-
LE LISTENFARBUNG mit nur einer Zusammenhangskomponente reduziert. Diese Daten-
reduktion ist besonders wichtig, da in der Praxis einzelne Buchungen existieren, welche
sich iiber Nacht oder iiber das Wochenende erstrecken und somit die einzige Verbindung
zwischen den Subgraphen sind. Sollte eines dieser Intervalle durch eine andere Datenre-
duktion entfernt werden kénnen, so kénnen direkt ganze Zusammenhangskomponenten
aus der Eingabe entfernt werden. Folgende Beobachtung zeigt die hier beschriebene Re-
duktion:

Beobachtung 5.2.15. Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine giiltige Eingabe fiir INKREMEN-
TELLE LISTENFARBUNG. Fulls der Graph G nicht zusammenhdngend ist, gibt es eine Zu-
sammenhangskomponente G' = G[V'] mit V' CV und v* € V', sodass (G’,U*, C, LIV,
COlG/_U*) eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG ist.

Beweis. Um ein dquivalente Eingabe der Form (G',v*, C, L[V'], colgr—,+ ) mit G’ = G[V']
aus (G,v*,C, L,colg_,+) zu konstruieren, wird die Farbung colg_,~ aus der Farbung
colg_,+ konstruiert, indem fiir alle Knoten v € V"’ colgr_+ (v) := colg_,+ (v) gesetzt wird.
Im Folgenden wird die Korrektheit gezeigt.

Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine Ja-Instanz fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG mit
nichtzusammenhéngenden Graph G und einer Zusammenhangskomponente G' = G[V']
mit V' C V und v* € V'. Dann gibt es eine L-zuldssige Farbung colg. Insbesondere
gibt es fiir jeden induzierten Graphen von G eine L-zuléssige Farbung. Daraus folgt,
dass colgy mit colgp(v) = colg(v) fiir alle Knoten v € V' eine L[V']-zuléssige
Farbung ist.

Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine Nein-Instanz. Dann existiert keine L-zuldssige Farbung
colg. Angenommen es gibt eine L[V']-zuldssige Féarbung colgp fiir die Zusammen-
hangskomponente G[V’]. Da G nicht zusammenhéngend ist und v* € V' gilt, ist die
Farbung colg(v) := colg_.-(v) fiir alle Knoten v € V' \ V' und colg(v) := colgp(v)
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Abbildung 5.5: Hier wird die Datenreduktion auf eine Zusammenhangskomponente dar-
gestellt. Es gibt mit den induzierten Graphen G [{vl, V3, Us, Us, v*}} und
G[{w}] zwei Zusammenhangskomponenten. Da v* € {vy,v3, vs, vg, v*}
gilt, wird v; aus G entfernt und colg(v7) = colg_.«(v7) gesetzt.

fiir alle Knoten v € V' eine L-zuléssige Farbung fiir G. Dies ist ein Widerspruch da-
zu, dass (G,v*,C, L,colg_,+) eine Nein-Instanz ist, also existiert keine L[V']-zuldssige
Farbung colgpy, woraus folgt, dass (G',v*, C, L[V'], colg/_+) ebenfalls eine Nein-Instanz
ist.

Somit wurde gezeigt, dass (G’ , 0%, C LIV'], colgr_ys ) eine dquivalente Eingabe fiir IN-
KREMENTELLE LISTENFARBUNG ist. [

Fiir diese Datenreduktion gilt, dass jede Losung colgy einer reduzierten Eingabe
durch das Erweitern der L[V’]-zuldssigen Féarbung colgpy mit der L-zuldssigen Farbung
colg_y+ zu einer Losung fiir die eigentliche Eingabe wird. Falls colgy/ eine L[V']-
zuldssigen Féarbung fiir G[V'] ist, so ist die Férbung colg mit colg(v) := colgp(v) fiir
alle Knoten v € V' und colg(v) := colg_,+ fiir alle Knoten v € V' \ V'’ eine L-zuléssige
Farbung fiir G.

In Abbildung 5.5 ist die Datenreduktion anhand des Beispiels dargestellt. Im Beispiel
gibt es mit den induzierten Graphen G[{’l}bvg,/{]g,,?}g,v*}} und G[{w}] zwel Zusam-
menhangskomponenten. Da v* € {vy, v, vs, vg,v*} gilt, wird der einzige Knoten aus der
Zusammenhangskomponente von G[{v;}] aus G entfernt und colg(v7) = colg_ps(v7)
gesetzt.

Abschlieend wird der Algorithmus 5.6 fiir die Datenreduktion vorgestellt. Im Al-
gorithmus entspricht der Graph G* dem Originalgraphen vor der Datenreduktion und
Der Graph G einem induzierten Subgraphen des Graphen G*. Der Algorithmus erstellt
zu Beginn eine nach den Intervallstartpunkten aufsteigend sortierte Knotenliste S. Des
Weiteren wird der erste Knoten aus S der Menge M hinzugefiigt und der grofite In-
tervallendpunkt e, auf den Intervallendpunkt des ersten Elements aus S gesetzt. An-
schliefend wird iiber alle Knoten v aus S iteriert. In jeder Iteration wird iiberpriift,
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Algorithmus 5.6 eineZusammenhangskomponente(G,v*, colgs, colgr_yx)

S < sortiere alle Knoten nach ihren Startpunkten in der Intervalldarstellung
M« {S[1]}
€maz < Endpunkt der Intervalldarstellung von S|1]
for i <+ 2 to |S| do
if Startpunkt der Intervalldarstellung von S[i] < €4, then
M « MU {S[i}
if Endpunkt der Intervalldarstellung von S[i] > €,,4, then
€maz < Endpunkt der Intervalldarstellung von S[i]
end if
else
if v* € M then
break
end if
M « {S[i]}
€maz < Endpunkt der Intervalldarstellung von S|i]
end if
: end for
: for allv e V\ M do
colgx (V) < colgs_y« (V)
: end for
G+ G [M }
: return (G, colg+)

I N T N R G e S e S e S e T
D T <l BT AN ol e

ob der Intervallstartpunkt von v kleiner als e,,,, ist. Falls dies der Fall ist, wird die
Knotenmenge M um v erweitert und gepriift, ob der Intervallendpunkt von v groflier
als €4, ist und e,,4, gegebenenfalls aktualisiert. Falls der Intervallstartpunkt von v
grofler als ep,q, ist, so ist G[M] eine Zusammenhangskomponente. Falls v* € M gilt,
kann die For-Schleife verlassen werden. Gilt jedoch v* & M, so existiert eine andere
Zusammenhangskomponente, welche v* enthélt. Daher wird in diesem Fall M = {v}
und e,,., auf den Intervallendpunkt von v gesetzt und mit dem néchsten Knoten aus S
fortgefahren. Nachdem die Zusammenhangskomponente G[M| mit v* € M gefunden
wurde, wird colgs(v) := colg_,«(v) fiir alle Knoten v € V'\ M gesetzt und alle Knoten
der Knotenmenge V' \ M aus G entfernt.

Um die Laufzeit der Datenreduktion zu berechnen, werden hier alle Laufzeiten der
einzelnen Schritte erlautert. Das Sortieren der Knoten nach ihren Intervallstartpunkten
benotigt durch den Intervallbaum als Datenstruktur O(n) Schritte. Die For-Schleife ist
durch O(n) beschrinkt, da alle Operationen innerhalb der For-Schleife in konstanter Zeit
ausgefithrt werden konnen. Das Farben der Knotenmenge V'\ M benoétigt ebenfalls O(n)
Schritte und das Entfernen aller Knoten der Menge V' \ M aus G benotigt O(nlogn)
Schritte. Somit setzt sich die Gesamtlaufzeit wie folgt zusammen:
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O( n + n, + n + nlogn )= 0O(nlogn)
——

—~— —~— ~—
Sortieren nach  For-Schleife  Knoten firben  [poten entfernen
Startpunkten

5.2.5 Gewonnene strukturelle Eigenschaften durch Datenreduktion

In diesem Abschnitt wird auf die gewonnen strukturellen Eigenschaften durch die Da-
tenreduktionen eingegangen. Nach Anwendung aller in diesem Kapitel beschriebenen
Datenreduktionen auf eine giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG ent-
steht entweder eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG oder
eine dquivalente Eingabe fiir LISTENFARBUNG mit bestimmten strukturellen Eigenschaf-
ten. Um die Laufzeit der gesamten Datenreduktion und der dadurch gewonnenen struk-
turellen Eigenschaften zu beweisen, werden zuerst zwei Korollare bewiesen.

Korollar 5.2.16. Sei (G,v*,C,L,colg_,+) eine giiltige Eingabe fiir INKREMENTEL-
LE LISTENFARBUNG. Dann kann diese Eingabe in O(|C| - n*logn) Schritten auf eine
dquivalente Eingabe (G',v*,C, L' colg_y+) fir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG re-
duziert werden, sodass die reduzierte Fingabe folgende strukturelle Eigenschaften besitzt:

1. Kein Knoten aus V(G') \ {v*} ist eindeutig farbbar.
2. Es gibt in G' keinen lokal einzigartig farbbaren Knoten.

3. Es gibt in G' keine Pseudofahrzeugklasse F C C fiir eine Knotenmenge M C
V(G"), sodass w(G[M]) < |F| gilt.

4. G ist ein zusammenhdngender Graph.

Beweis. Zuerst wird die Datenreduktion zum Entfernen von eindeutig farbbaren Kno-
ten auf alle Knoten v € V(G’) \ {v*} angewendet. Die Datenreduktion darf nicht auf
den Knoten v* angewendet werden, da sonst auf eine dquivalente Eingabe fiir LISTEN-
FARBUNG reduziert wird. Diese Reduktion benétigt O(n?) Schritte und muss nur ein-
mal ausgefiihrt werden, da alle anderen Datenreduktionen die Farblisten der Knoten
nicht verdndern. Anschliefend werden die Datenreduktionen zum Entfernen von lokal
einzigartigen Knoten, zum Entfernen von Pseudofahrzeugklassen F' C C fiir eine Kno-
tenmenge M C V(G'), fiir die w(G[M]) < |F| gilt, und zum Reduzieren auf eine Zu-
sammenhangskomponente solange in dieser Reihenfolge ausgefiihrt, bis keine der drei
Reduktionen die Knotenmenge von G’ weiter reduziert. Diese Schleife ist durch O(n)
beschrinkt, da in jeder Iteration mindestens ein Knoten aus G’ entfernt werden muss,
damit eine weitere Iteration ausgefiihrt wird. Mit den Laufzeiten der Datenreduktion
lésst sich die Laufzeit der gesamten Datenreduktion wie folgt berechnen:

2
O( n +  n_+( n’logn + |C]-n’logn + nlogn )
~—~ ~ ——— — — ——
Entfernen von Schleife  Entfernen von lokal Entfernen spezieller Reduzieren auf eine

fi bbemdeuKtig . einzigartigen Knoten  Pseudofahrzeugklassen — Zusammenhangskomponente
drbbaren Knoten
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=0(|C] - n*logn)
[

Mit Hilfe des nédchsten Korollars werden die gewonnenen strukturellen Eigenschaften
der Datenreduktion auf eine Eingabe fiir LISTENFARBUNG gezeigt.

Korollar 5.2.17. Sei (G,C, L) eine giiltige Eingabe fiir LISTENFARBUNG. Dann kann
diese Eingabe in O(|C| - n*logn) Schritten auf eine dquivalente Eingabe (G',C, L") fiir
LISTENFARBUNG reduziert werden, sodass die reduzierte Fingabe die folgenden struktu-
rellen Eigenschaften besitzt:

1. Es gibt in G’ keinen eindeutig firbbaren Knoten.
2. Es gibt in G’ keinen lokal einzigartig farbbaren Knoten.

3. Es gibt in G' keine Pseudofahrzeugklasse F C C' fiir eine Knotenmenge M C 'V,
sodass w(G[M]) < |F| gilt.

Beweis. Zuerst wird die Datenreduktion zum Entfernen von eindeutig firbbaren Kno-
ten angewendet. Diese Reduktion benétigt O(n?) Schritte und muss nur einmal aus-
gefithrt werden, da alle anderen Datenreduktionen die Farblisten der Knoten nicht
verdndern. AnschlieBend werden die Datenreduktionen zum Entfernen von lokal einzig-
artigen Knoten und zum Entfernen von Pseudofahrzeugklassen F' C C' fiir eine Knoten-
menge M C V(G'), fir die w(G[M]) < |F| gilt, solange in dieser Reihenfolge ausgefiihrt,
bis keine der zwei Reduktionen die Knotenmenge von G’ weiter reduziert. Diese Schleife
ist durch O(n) beschriankt, da in jeder Iteration mindestens ein Knoten aus G’ entfernt
werden muss, damit eine weitere Iteration ausgefithrt wird. Mit den Laufzeiten der Da-
tenreduktion ldsst sich die Laufzeit der gesamten Datenreduktion wie folgt berechnen:

2 3 3
O( n +n_( n’logn + |C|-n’logn ))
v v — —
Entfernen von Schleife Entfernen von lokal Entfernen spezieller

fi b(fmdeu]?g : einzigartigen Knoten  Pseudofahrzeugklassen
arbbaren Knoten

= O(|C| - n*logn)
[

Mit Hilfe von Korollar 5.2.16 und Korollar 5.2.17 wird im Folgenden die Laufzeit
der gesamten Datenreduktion und der dadurch gewonnenen strukturellen Eigenschaften
bewiesen.

Satz 5.2.18. Sei (G,v*,C, L,colg_,+) eine giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE LIS-
TENFARBUNG. Dann kann diese Eingabe in O(|C|-n*logn) Schritten entweder auf eine
dquivalente Eingabe

1. (G'v*,C, L' colg_y) fir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG reduziert werden,
sodass die reduzierte Eingabe folgende strukturelle Figenschaften besitzt:
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a) Es gibt in G’ keinen eindeutig farbbaren Knoten.
b) Es gibt in G’ keinen lokal einzigartig farbbaren Knoten.

c) Es gibt in G’ keine Pseudofahrzeugklasse ' C C fiir eine Knotenmenge M C
V(G"), sodass w(G[M]) < |F| gilt.

d) G' ist ein zusammenhdingender Graph.

oder

2. (G',C, L) fir LISTENFARBUNG reduziert werden, sodass die reduzierte Eingabe
die folgenden strukturellen Figenschaften besitzt:

1. Es gibt in G' keinen eindeutig farbbaren Knoten.
2. Es gibt in G’ keinen lokal einzigartig farbbaren Knoten.

3. Es gibt in G’ keine Pseudofahrzeugklasse F C C' fiir eine Knotenmenge M C
V', sodass w(G[M]) < |F| gilt.

Beweis. Durch die Datenreduktion aus Korollar 5.2.16 wird (G,v*,C, L,colg_,+) in
O(|C|-n*logn) Schritten auf eine dquivalente Eingabe (G’,v*, C, L', colgr_,+) reduziert.
Falls nach der Reduktion L(v*) > 1 gilt, so besitzt die Eingabe (G’,v*,C, L', colgr_,+)
alle angegebenen strukturellen Eigenschaften fiir eine reduzierte Eingabe von ILF'. Falls
L(v*) = 1 gilt, so kann die Datenreduktion zum Entfernen eindeutig farbbarer Knoten
einmalig auf alle Knoten ausgefithrt werden. Diese Reduktion benétigt O(n?) Schritte
und erzeugt eine dquivalente Eingabe fiir LISTENFARBUNG. Mit Hilfe von Korollar 5.2.17
kann diese Eingabe in O(|C|-n*logn) Schritten, auf eine fiquivalente Eingabe (G, C, L),
reduziert werden. Diese reduzierte Eingabe besitzt dann alle angegebenen strukturellen
Eigenschaften fiir eine reduzierte Eingabe von LF. Somit ldsst sich die Gesamtlaufzeit
einer Reduktion, auf eine dquivalente Eingabe (G’, C, L) fiir LISTENFARBUNG wie folgt
berechnen:

O(|C|-n*logn+ n? + |Cln*logn ) = O(|C| - n*logn)
~————— ~ . |
Reduktion Entfgmen von eindeutig Reduktion
Korollar 5.2.16 farbbaren Knoten Korollar 5.2.17

[]

Abschlielend wird nochmal auf das am Anfang des Kapitels vorgestellte Beispiel
eingegangen. In Abbildung 5.6 ist die durch die gesamte Datenreduktion reduzierte
Eingabe dargestellt. Die Eingabe ist weiterhin eine Eingabe fiir INKREMENTELLE LIS-
TENFARBUNG. Die Eingabe besteht nur noch aus fiinf Intervallen anstelle aus zehn. Des
Weiteren besitzt die Eingabe weder eindeutig fiarbbare Knoten oder lokal einzigartig
farbbare Knoten noch Pseudofahrzeugklassen F© C C' fiir eine Knotenmenge V' C V
mit w(G[V']) < |F|. Zusétzlich ist der reduzierte Eingabegraph zusammenhéngend.
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5.2 Datenreduktion
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Abbildung 5.6: Hier wird die reduzierte Eingabe dargestellt. Die Eingabe wurde von
zehn Intervallen auf fiinf reduziert. Des Weiteren besitzt die Eingabe
alle strukturellen Eigenschaften einer reduzierten Eingabe fiir INKRE-

MENTELLE LISTENFARBUNG.
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6 Algorithmen zum Losen der
Problemstellung

In diesem Kapitel werden Algorithmen zum Losen der Problemstellung INKREMEN-
TELLE LISTENFARBUNG vorgestellt. Da in Kapitel 3 gezeigt wurde, dass INKREMEN-
TELLE LISTENFARBUNG und VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE NP-
vollstandig sind, kann jede giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf
eine dquivalente Eingabe fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE reduziert
werden und dann durch einen Algorithmus fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE
MENGE gelost werden. Daher werden in diesem Kapitel sowohl Algorithmen zum Losen
fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG, als auch Algorithmen zum Lésen fiir VOLL-
STANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE vorgestellt. In Abschnitt 6.1 werden drei
Suchbaumalgorithmen und in Abschnitt 6.2 zwei dynamische Programme vorgestellt.

6.1 Suchbaumalgorithmen

In diesem Abschnitt werden drei Suchbaumalgorithmen vorgestellt. Ein Suchbaumalgo-
rithmus iteriert, wenn noétig, iiber alle Losungsmoglichkeiten der Eingabeinstanz. In je-
dem Schritt findet eine Verzweigung iiber alle moglichen Werte einer bestimmten Eigen-
schaft statt, wobei die Eingabe durch das Setzen aller moglichen Werte der Eigenschaft
in mehrere giiltige Eingaben unterteilt wird. Falls das Setzen des Wertes die giiltige Ein-
gabe 16st, bilden die Werte, welche zum Verzweigen genutzt wurden, um von der Wurzel
zu dieser Eingabe zu gelangen, eine Losung fiir die gesamte Eingabe. In Abschnitt 6.1.1
wird ein Suchabumalgorithmus fiir LISTENFARBUNG vorgestellt, welcher iiber alle Far-
ben eines Intervalls verzweigt. AnschlieBend wird in Abschnitt 6.1.2 ein Suchbaumal-
gorithmus fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG vorgestellt, welcher iiber alle Farben
eines Intervalls verzweigt und dabei die Farbe der Teillosung priorisiert. Zuletzt wird in
Abschnitt 6.1.3 ein Suchbaumalgorithmus fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE
MENGE vorgestellt, welcher iiber alle Intervalle einer maximalen Clique verzweigt.

6.1.1 Verzweigung iiber Farben

In diesem Abschnitt wird ein Suchbaumalgorithmus zum Loésen von LISTENFARBUNG
vorgestellt. Dieser kann auch fiir Instanzen von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG be-
nutzt werden, indem die Teillosung vernachléssigt wird. Der Algorithmus wéhlt in jedem
Schritt den Knoten v € V mit dem frithsten Intervallstartpunkt aus G. AnschlieSend
verzweigt der Algorithmus {iber alle Farben ¢ € L(v). Bei einer Verzweigung wird die
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6 Algorithmen zum Lésen der Problemstellung

Farbe ¢ aus allen Farblisten der Nachbarknoten von v entfernt und v aus G entfernt.
Falls so ein Pfad von Verzweigungen entsteht, welcher fiir jeden Knoten v € V eine
Farbe aus L(v) ausgewihlt hat, so ist dies eine L-zuléssige Farbung fiir G. Mit diesem
Algorithmus kann folgender Satz gezeigt werden.

Satz 6.1.1. LISTENFARBUNG ist in O(|C|™ - n) Schritten losbar.

Beweis. Der beschriebene Algorithmus 16st LISTENFARBUNG, da alle Losungsmoglich-
keiten durchprobiert werden. Fiir das Finden des Knotens mit dem kleinsten Intervall-
startpunkt, das Loschen der Farbe ¢ aus allen Farblisten der Nachbarknoten und fiir
das Loschen von v aus G werden maximal O(n) Schritte benotigt. Daher benétigt jeder
rekursive Aufruf O(n) Schritte. In jedem Rekursionsaufruf werden maximal |C| viele
neue Rekursionsaufrufe erzeugt, da jede Farbliste eines Knotens eine Teilmenge von C'
ist. Da jedes Intervall mit genau einer Farbe gefarbt werden muss, ist die Rekursionstiefe
durch n beschrénkt. Dies fithrt zu einer Gesamtlaufzeit von O(|C|™ - n). O

Durch Satz 6.1.1 folgt, dass INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auch in O(|C|" - n)
Schritten 16sbar ist, indem der hier beschriebene Algorithmus verwendet wird und dabei
die Teillosung vernachlassigt wird.

6.1.2 Verzweigung iiber Farben unter Beriicksichtigung der
Teillosung

In diesem Abschnitt wird ein Suchbaumalgorithmus zum Lésen von INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG vorgestellt. Dieser Algorithmus beriicksichtigt die Teillosung colg_
und v* um Lésungen mit minimalen Anderungen schneller finden zu kénnen. Der Algo-
rithmus wahlt in jedem Schritt den Knoten v € V| dessen Intervall am weitesten vom
Intervall des Knotens v* entfernt ist. Anschliefend verzweigt der Algorithmus iiber alle
Farben ¢ € L(v), wobei als erste Farbe colg_,(v) gewéhlt wird, falls v # v* gilt. Bei ei-
ner Verzweigung wird die Farbe c aus allen Farblisten der Nachbarknoten von v entfernt
und v aus G entfernt. Falls so ein Pfad von Verzweigungen entsteht, welcher fiir jeden
Knoten v € V' eine Farbe aus L(v) ausgewihlt hat, so ist dies eine L-zuldssige Farbung
fiir G.

Da der einzige Unterschied zum Suchbaumalgorithmus aus Abschnitt 6.1.1 darin
besteht, dass zuerst die Knoten gewéhlt werden, dessen Intervalle am weitesten vom
Intervall des Knotens v* entfernt sind und dass bei der Verzweigung iiber alle Far-
ben immer zuerst die Farbe colg_,~ gewahlt wird, ist die Laufzeit dieses Algorithmus
auch O(|C|" - n).

6.1.3 Verzweigung iiber Intervalle

In diesem Abschnitt wird ein Suchbaumalgorithmus zum Losen von VOLLSTANDIG
FARBENREICHE STABILE MENGE von van Bevern u.a. [Bev+15] vorgestellt. Der Al-
gorithmus sucht in jedem Schritt die maximale Clique K, von Intervallen dessen In-
tervallstartpunkt vor dem ersten Intervallendpunkt aller Knoten liegt. Zusétzlich wird
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6.2 Dynamische Programme

F:=J,ek colg(v) berechnet. AnschlieBend wird fiir jede Farbe ¢ in F iiber einen Kno-
ten v € K mit colg(v) = ¢ verzweigt, dessen Intervall zuerst endet. Bei der Verzweigung
iiber das Intervall von Knoten v wird das Intervall der Losungsmenge hinzugefiigt und
alle Nachbarknoten von v und alle Knoten w € V' mit col(w) = ¢ aus G entfernt.

Die Laufzeit dieses Suchbaumalgorithmus ist O(TI¢! - n), wobei I' die maximale An-
zahl von Farben in einer maximalen Clique ist. Auch hier gilt, dass dieser Algorithmus
auch INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE lost, indem
die Teillosung vernachlassigt wird.

6.2 Dynamische Programme

In diesem Abschnitt werden zwei dynamische Programme von van Bevern u. a. [Bev+15]
zum Losen von VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE vorgestellt. In Ab-
schnitt 6.2.1 wird ein dynamisches Programm fiir Parameter |C|, die Anzahl der Farben
angegeben, und in Abschnitt 6.2.2 wird ein dynamisches Programm fiir Parameter @),
die Anzahl der , Live-Farben* angegeben.

6.2.1 Mit Parameter |C| der Anzahl der Farben

In diesem Abschnitt wird das dynamische Programm fiir Parameter |C|, die Anzahl der
Farben, zum Losen von VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE vorgestellt. Sei
(G, C, colg) eine Eingabe fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE, wobei G
k-kompakt fiir ein minimales k ist. Fiir i € {1,...,k+ 1} und F C C bezeichnet T[i, F
die Grofle der maximalen stabilen Menge S in GG, welche nur Knoten v € S enthilt
mit colg(v) € F und Intervallstartpunkten grofier gleich i. Fir ¢ = k + 1 und jede
Menge F' C C gilt T[i, F] = 0. Im Weiteren wird fiir einen Knoten v € V' der Inter-
vallstartpunkt mit v, und der Intervallendpunkt mit v. bezeichnet. Fiir die Berechnung
von T[i — 1, F] fur i € {1,...,k+ 1} und F C C gibt es zwei Fille zu beachten:

1. Es gibt eine maximale farbenreiche stabile Menge S mit einem Knoten v € S fiir
den vy =i — 1 gilt und fiir alle Knoten w aus S gilt colg(w) € F und i — 1 < w;.
Dann ist T[i — 1, F] = 1+ T[v. + 1, F \ {colg(v)}].

2. Sonst ist T'[i — 1, F| = Ti, F1.

Die Rekursionsgleichung um eine maximale farbenreiche stabile Menge zu berechnen,
sieht wie folgt aus:

Tli, F]
T[i — 1, F] = max {1 + _max  Tloe+1,F\ {cola(v)}].
colg(v)eF
Falls nach der Ausfihrung T'[1,C]| = |C] gilt, so wurde eine vollstéindig farbenreiche
stabile Menge in G gefunden. Die Laufzeit des dynamischen Programms ist O(2/¢! - n),
da in jedem Schritt die Rekursionsgleichung fiir alle Teilmengen von C' berechnet werden
muss [Bev-+15].
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6 Algorithmen zum Lésen der Problemstellung

6.2.2 Mit Parameter () der maximalen Anzahl von Live-Farben

In diesem Abschnitt wird das dynamische Programm fiir Parameter ,, maximale Anzahl
von Live-Farben® zum L&sen von VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE vor-
gestellt. Dieses dynamische Programm basiert auf dem in Abschnitt 6.2.1 vorgestellten
dynamischen Programm und schrankt die Anzahl der berechneten Rekursionsgleichung-
en in jedem Schritt ein. Zuerst wird der Parameter ,maximale Anzahl von Live-Farben*
definiert.

Definition 6.2.1. Sei G = (V, E) ein k-kompakter Intervallgraph, C' eine Farbmenge
und colg eine Farbung fiir G, sodass colg(v) € C fiir alle Knoten v € V gilt. Fiir
jedesi € {1,...,k+ 1}, sei

1. L; C C die Menge der Farben, sodass fiir alle Farben ¢ € L; ein Knoten v € V mit
colg(v) = ¢ und vy < i existiert, und

2. R; C C die Menge der Farben, sodass fiir alle Farben ¢ € R; ein Knoten v € V
mit colg(v) = ¢ und v > i existiert.

Dann ist @ := mawcq,. k+1y|Li N R;| die maximale Anzahl von Live-Farben.

.....

Sei (G, C,colg) eine Eingabe fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE,
wobei GG k-kompakt fiir ein minimales £ ist. Mit Hilfe dieser Definition von Live-Farben
ist offensichtlich, dass eine maximale farbenreiche stabile Menge S, welche nur Kno-
ten mit Intervallstartpunkten mindestens i enthélt, fiir jede Farben aus ¢ € L; mit
L; := O\ L; einen Knoten v € S mit colg(v) = ¢ enthalten muss, um nach Ausfiihrung
des gesamten Programms eine vollstdndig farbenreiche stabile Menge fiir G zu erhalten.
Das heifit, T'[i, F] muss nur fiir i € {1,...,k+ 1} und L; C F C C berechnet werden.
Des Weiteren gilt fiir eine maximale farbenreiche stabile Menge S, welche nur Knote mit
Intervallstartpunkten mindestens i enthélt, dass colg(v) € R; fiir alle v € S gilt. Daraus
folgt, dass das dynamische Programm nur T'[i, F] fiiri € {1,...,k+1}und L; C F C R;
16sen muss. Die Rekursionsgleichung um eine maximale farbenreiche stabile Menge zu
berechnen, sieht wie folgt aus:

Tli,(FUL;)N Ry
Tli—1,F]=max{ 1+ max Tlve + 1, (F U Ly,11) N (Ry,41 \ {cola(v)})].

veEVws=i—1,
colg(v)eEF

Falls nach der Ausfithrung T'[1,C] = |C]| gilt, so wurde eine vollsténdig farbenreiche
stabile Menge in G gefunden. Durch die Beschrinkung von F auf L; C F C R; folgt,
dass F'\ L; C L; N R; gilt. Damit ist die Laufzeit des dynamischen Programms durch
O(29 - n) beschriinkt [Bev+15].
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{ Experimentelle Auswertung

In diesem Abschnitt werden die Laufzeiten der in Kapitel 6 vorgestellten Algorithmen
mit Hilfe von kiinstlich erzeugten Testinstanzen (G, C, L, colg_,+) fiir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG verglichen. Des Weiteren wird iiberpriift, welchen Einfluss die Anzahl
der Intervalle in G und die Anzahl der Farben in C auf die Laufzeit haben.

Implementiert wurden die Suchbaumalgorithmen aus Abschnitt 6.1.1 und aus Ab-
schnitt 6.1.2, welche direkt Instanzen von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG lOsen.
Diese besitzen beide eine Laufzeit von O(|C|™ - n). Zusétzlich wurde der Suchbaumalgo-
rithmus aus Abschnitt 6.1.3 und das dynamische Programm aus Abschnitt 6.2.1 imple-
mentiert. Fiir diese Algorithmen wird die Instanz fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
zuerst mit der Reduktion aus Abschnitt 3.2 auf eine dquivalente Instanz fiir INKRE-
MENTELLE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE reduziert. Beziiglich der
so reduzierten Eingabe besitzt der Suchbaumalgorithmus eine Laufzeit von O(I'C! - n),
wobei I' die maximale Anzahl von Farben in einer Clique ist, und das dynamische Pro-
gramm eine Laufzeit von O(2/°! - n).

In Abschnitt 7.1 wird auf die Implementierungsdetails und auf die Testumgebung ein-
gegangen. AnschlieBend wird in Abschnitt 7.2 die Erzeugung der kiinstlichen Testinstan-
zen erldutert und abschlieBend werden in Abschnitt 7.3 die experimentellen Ergebnisse
ausgewertet.

7.1 Implementierungsdetails

Implementiert wurden alle Algorithmen in Kotlin 1.3.31. Der Compiler von Kotlin
tibersetzt alle Kotlin-Dateien zu Java-Dateien (in dieser Implementierung auf Java 8),
sodass der Code auf der Java Virtual Machine (JVM) ausgefiihrt werden kann. Der
Source-Code ist auf der beigefiigten CD zu finden. Die Experimente wurden auf einem
Computer mit einem Intel Core i7-5600U mit vier Kernen, die jeweils auf 2, 6GHz ge-
taktet sind, und mit 12GB Arbeitsspeicher unter Ubuntu 18.04 ausgefiihrt.

7.2 Erzeugung kiinstlicher Testinstanzen

Um die Laufzeit der implementierten Algorithmen und die Beeinflussung von Parametern
wie die Anzahl der Intervalle in G oder die Anzahl der Farben in C' auszuwerten, wird
in diesem Abschnitt erlautert, wie die kiinstlichen Testinstanzen fiir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG erzeugt wurden.

Bevor die Erzeugung der Testinstanzen genauer beschrieben wird, wird zuerst auf
die strukturellen Eigenschaften der generierten Instanzen eingegangen. Alle erzeugten
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7 Experimentelle Auswertung

Testinstanzen bestehen aus einem zusammenhéngenden Graph G = (V, E), einem Kno-
ten v*, einer Farbmenge C, fiir jeden Knoten ¢ € V eine Liste L : V — 2¢ von zuléissigen
Farben und einer L-zuldssigen Féarbung colg_,«. Der Graph G ist zusammenhéngend, da
ein nicht zusammenhéngender Graph mit Hilfe der Datenreduktion aus Abschnitt 5.2.4
auf einen zusammenhédngenden Graph, welcher v* enthélt, reduziert werden kann. Des
Weiteren existiert fiir jede Farbe ¢ € L(v*) ein Knoten v € Ng(v*) mit colg_,«(v) = c.
Dies sorgt dafiir, dass es keine triviale Losung gibt, in der dem Knoten v* eine Farbe
aus L(v*) zugewiesen werden kann und die Féarbung der Teillésung iibernommen werden
kann. Des Weiteren ist jedes Intervall mindestens 30 Minuten lang und jedes Intervall
kann zu jeder vollen, Viertel-, halben oder Dreiviertelstunde zwischen 6 und 18 Uhr eines
Werktags starten oder enden. Die Start- und Endzeit kann dabei an verschiedenen Ta-
gen sein. Mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die Dauer eines Intervalls konnen
so realitdtsnahe Testinstanzen fiir das Corporate Car Sharing erzeugt werden. Mit dem
Wissen, welche strukturellen Eigenschaften die Testinstanzen nach der Erzeugung besit-
zen, wird nun die Erzeugung der kiinstlichen Testinstanzen erlautert.

Um eine Instanz mit n Intervallen und k& Farben zu generieren, wird zuerst die Farb-
menge C := {1,...,k} erzeugt. Als néchstes wird zufillig ein Intervall mit einer Dauer
von mindestens 30 Minuten und mit Intervallstart- und Intervallendzeit zu einer vollen,
Viertel-, halben oder Dreiviertelstunde zwischen 6 und 18 Uhr eines Werktags generiert.
Dann werden iterativ n—1 weitere Intervalle generiert. Bei der Erzeugung eines Intervalls
wird der Startpunkt zuféllig unter allen zuldssig Startpunkten ausgewihlt. Ein Start-
punkt ist zuléssig, wenn der Startpunkt gréfler gleich dem friithsten Intervallstartpunkt
und kleiner dem spétesten Intervallendpunkt aller bisher generierten Intervalle ist. Des
Weiteren muss der Startzeitpunkt zu einer vollen, Viertel-, halben oder Dreiviertelstun-
de zwischen 6 und 18 Uhr eines Werktages liegen und darf nur weniger als |C| von den
bisher generierten Intervallen schneiden. Die Liange des Intervalls wird mit Hilfe einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung zuféllig ausgewéhlt. Falls ein so erstelltes Intervall zu ei-
nem Zeitpunkt mehr als |C| — 1 von den bisher generierten Intervallen iiberschneidet,
wird dies verworfen und ein neues generiert. So wird sichergestellt, dass spéter eine
Farbung colg_,« existieren kann. Sei G der so generierte zusammenhéngende Intervall-
graph und v* ein zufillig ausgewéhltes Intervall der generierten Intervalle. Nun wird
die Féarbung colg_,+ erzeugt, indem colg_,+(v) fir alle Knoten v € V'\ {v*} eine Far-
be ¢ € C zugewiesen wird, sodass colg_, (w) # ¢ fiir alle Nachbarknoten w € Ng(v) gilt.
Dies ist moglich, da G durch Konstruktion keine Cliquen enthélt, deren Grofle grofier
ist als |C|. AbschlieBend werden die Listen der zuldssigen Farben fiir jeden Knoten er-
zeugt. Fiir jeden Knoten v € V' \ {v*} wird eine zufillige Teilmenge F' C C gewéhlt
und L(v) := F U{colg_,+(v)} gesetzt. Fiir den Knoten v* wird eine zuféllige nichtleere
Teilmenge F' C U, e ng ) €Ola—o (v) gewdhlt und L(v*) := F' gesetzt. Damit ist colg_,-
eine L-zuldssige Farbung und die erzeugte Instanz (G, C, L, colg_,+ ) besitzt alle beschrie-
benen Eigenschaften.

Um die Algorithmen vergleichen zu kénnen, wurden so fiir jede Anzahl der Interval-
len € {5,...,23} acht Ja-Instanzen und acht Nein-Instanzen, durch generieren einer
Instanz mit direkter Uberpriifung ob es eine Ja- oder Nein-Instanz ist, erzeugt. Dabei
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Abbildung 7.1: Hier wird die Abhéngigkeit von der Anzahl der Intervalle und der An-
zahl der Farben einer Instanz fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
beziiglich der Laufzeit verglichen.

wurde fiir jede Instanz die Anzahl der Farben zufillig zwischen 3 und 0.6n gewéhlt, da
in der Praxis meistens weniger Fahrzeuge vorhanden sind als Buchungen. Instanzen mit
mehr Intervallen wurden nicht generiert, da diese aufgrund von Hardwareeinschriankung
nicht mehr durch alle implementierten Algorithmen lésbar waren.

7.3 Experimentelle Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Algorithmen verglichen und die Ergeb-
nisse ausgewertet. Im Folgenden wird das dynamische Programm zum Lésen von VOLL-
STANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE aus Abschnitt 6.2 mit DP, der Suchbaumal-
gorithmus zum Losen von VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE aus Ab-
schnitt 6.1.3 mit VFSM, der Suchbaumalgorithmus zum Losen von LISTENFARBUNG
aus Abschnitt 6.1.1 mit LF und der Suchbaumalgorithmus zum Losen von INKREMEN-
TELLE LISTENFARBUNG aus Abschnitt 6.1.2 mit LFT abgekiirzt.

In Abbildung 7.1 wird die Durchschnittslaufzeit aller implementierten Algorithmen
beziiglich der Anzahl der Intervalle in G und der Anzahl der Farben in C' verglichen.
Die Durchschnittslaufzeit beziiglich der Anzahl der Intervalle und der Anzahl der Farben
umfasst dabei sowohl Ja-Instanzen als auch Nein-Instanzen. Dabei fallt auf, dass ab zehn
Intervallen das dynamische Programm wesentlich langsamer ist als alle Suchbaumalgo-
rithmen. Des Weiteren féllt auf, dass der Suchbaumalgorithmus LF fiir jede Anzahl von
Intervallen schneller ist als der Suchbaumalgorithmus LFT, welcher die Teillosung mit-
beriicksichtigt. Schaut man sich die Durchschnittslaufzeit der Algorithmen beziiglich der
Anzahl der Farben in C' an, so ist auch hier wieder das dynamische Programm langsamer
als alle Suchbaumalgorithmen, jedoch beeinflusst die Anzahl der Farben in C' die Lauf-
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Abbildung 7.2: Hier wird die Laufzeit des Suchbaumalgorithmus fiir VFSM aus Ab-
schnitt 6.1.3 mit der Laufzeit des dynamischen Programms fiir VOLL-
STANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE aus Abschnitt 6.2.1 anhand
der Anzahl der Intervalle und der Anzahl der Farben verglichen. Die ge-
strichelte Linie entspricht dem Faktor 10 und die gepunktete Linie dem
Faktor 100.

zeit des dynamischen Programms nicht so stark wie die Anzahl der Intervalle. Fiir die
Suchbaumalgorithmen LF und LFT nimmt die Durchschnittslaufzeit mit einer gréfleren
Anzahl von Farben sogar ab.

In Abbildung 7.2 werden alle Laufzeiten des dynamischen Programms DP und des
Suchbaumalgorithmus VFSM fiir alle Testinstanzen beziiglich der Anzahl der Intervalle
und der Anzahl der Farben mit Hilfe von Heatmaps verglichen. Der Suchbaumalgorith-
mus VFSM ist schon fiir kleine Instanzen schneller als das dynamische Programm DP.
Fiir Instanzen mit zehn Intervallen ist der Suchbaumalgorithmus um den Faktor zehn
und fiir Instanzen mit 15 Intervallen um den Faktor 100 schneller. Der Vergleich beziiglich
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Abbildung 7.3: Hier wird die Laufzeit des Suchbaumalgorithmus fiir LISTENFARBUNG
aus Abschnitt 6.1.1 mit der Laufzeit des dynamischen Programms fiir
VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE aus Abschnitt 6.2.1
anhand der Anzahl der Intervalle und der Anzahl der Farben verglichen.
Die gestrichelte Linie entspricht dem Faktor 10 und die gepunktete Linie
dem Faktor 1000.

der Anzahl der Farben zeigt, dass fiir diese Algorithmen die Laufzeit nicht stark von der
Anzahl der Farben beeinflusst wird, da sowohl fiir Instanzen mit vier Farben als auch
fiir Instanzen mit zehn Farben gleich lange gebraucht werden kann.

In Abbildung 7.3 werden alle Laufzeiten des dynamischen Programms DP und des
Suchbaumalgorithmus LF fiir alle Testinstanzen beziiglich der Anzahl der Intervalle und
der Anzahl der Farben mit Hilfe von Heatmaps verglichen. Der Suchbaumalgorithmus LF
ist fiir fast alle Instanzen schneller als das dynamische Programm DP. Fiir Instanzen
mit zehn Intervallen ist der Suchbaumalgorithmus um den Faktor zehn und fiir fast
alle Instanzen mit 15 Intervallen um den Faktor 1000 schneller. Der Vergleich beziiglich
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Abbildung 7.4: Hier wird die Laufzeit des Suchbaumalgorithmus fiir LISTENFARBUNG
aus Abschnitt 6.1.1 mit der Laufzeit des Suchbaumalgorithmus fiir
VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE aus Abschnitt 6.1.3
anhand der Anzahl der Intervalle verglichen. Die gestrichelte Linie ent-
spricht dem Faktor 2 und die gepunktete Linie dem Faktor 4.

der Anzahl der Farben zeigt auch hier wieder keinen stiarkeren Zusammenhang mit der
Laufzeit.

Nun werden die Laufzeiten der Suchbaumalgorithmen untereinander verglichen. In
Abbildung 7.4 werden alle Laufzeiten des Suchbaumalgorithmus LF und des Suchbaum-
algorithmus VFSM fiir alle Testinstanzen beziiglich der Anzahl der Intervalle mit Hilfe
einer Heatmap verglichen. Fiir Instanzen mit wenig Intervallen ist der Suchbaumalgo-
rithmus VFSM teilweise um Faktor zwei schneller als der Suchbaumalgorithmus LF.
Fiir die meisten Instanzen mit mehr als 15 Intervallen ist der Suchbaumalgorithmus LF
jedoch um Faktor vier schneller.

In Abbildung 7.5 werden alle Laufzeiten des Suchbaumalgorithmus LF und des Such-
baumalgorithmus LFT fiir alle Testinstanzen beziiglich der Anzahl der Intervalle mit
Hilfe einer Heatmap verglichen. Fiir fast alle Instanzen und damit jeder Anzahl von In-
tervallen ist der Suchbaumalgorithmus LF schneller als der Suchbaumalgorithmus LFT.
Fiir die meisten Instanzen ist er um Faktor zwei bis vier schneller.

Abschliefend werden die Ergebnisse zusammengefasst. Wie aus den Auswertungen
ersichtlich wird, ist das dynamische Programm schon fiir Instanzen mit zehn Inter-
vallen deutlich langsamer als alle Suchbaumalgorithmen. Dies hidngt damit zusammen,
dass nach der Reduktion der Instanz fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG auf eine
aquivalente Instanz fiir VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE die Anzahl
der Intervalle der Anzahl der Farben entspricht. Da dies der entscheidende Parameter
fiir die Laufzeit des dynamischen Programms DP ist, nimmt die Laufzeit des dynamisch-
en Programms mit einer wachsenden Anzahl von Intervallen stark zu. Unerwartet ist,
dass der Suchbaumalgorithmus VFSM fiir Instanzen mit mehr als 15 Intervallen langsa-
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Abbildung 7.5: Hier wird die Laufzeit des Suchbaumalgorithmus fiir LISTENFARBUNG
aus Abschnitt 6.1.1 mit der Laufzeit des Suchbaumalgorithmus fiir IN-
KREMENTELLE LISTENFARBUNG aus Abschnitt 6.1.2 anhand der Anzahl
der Intervalle verglichen. Die gestrichelte Linie entspricht dem Faktor 2
und die gepunktete Linie dem Faktor 10.

mer ist als der Suchbaumalgorithmus LF, da beide Algorithmen im schlimmsten Fall die
gleiche Anzahl von Moglichkeiten durchprobieren miissen. Eine weitere iiberraschende
Erkenntnis ist, dass der Suchbaumalgorithmus LFT fiir fast alle Instanzen langsamer
ist als der Suchbaumalgorithmus LF. Hieraus lasst sich schlussfolgern, dass fiir fast al-
le Instanzen die L-zuldssige Féarbung colg stark von der L-zulédssigen Farbung colg_,«
abweicht.
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8 Ausblick

In dieser Arbeit wurde die NP-Vollstédndigkeit von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
gezeigt. Des Weiteren wurde gezeigt, dass eine giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE LIS-
TENFARBUNG auf eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE VOLLSTANDIG FAR-
BENREICHE STABILE MENGE reduziert werden kann. Die Reduktion ist besonders in-
teressant, da die strukturellen Eigenschaften der Eingabe in gewisser Weise beibehalten
werden. Mit Hilfe der Reduktion konnten Algorithmen fiir das Losen von INKREMENTEL-
LE VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MENGE auch zum Losen fiir das Problem
INKREMENTELLE LISTENFARBUNG genutzt werden.

Des Weiteren wurden Datenreduktionsalgorithmen mit einer polynomiellen Laufzeit
vorgestellt. Mit Hilfe dieser Algorithmen wird jede giiltige Eingabe fiir INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG auf eine dquivalente Eingabe fiir INKREMENTELLE LISTENFARBUNG
oder LISTENFARBUNG mit bestimmten strukturellen Eigenschaften reduziert. Da durch
die Datenreduktion aus Abschnitt 5.2.3 und Abschnitt 5.2.4 ganze Knotenmengen aus G
entfernt werden kénnen und die Anzahl der Intervalle in der Eingabe signifikant fiir die
Laufzeit aller hier vorgestellten Algorithmen ist, wére es interessant die Laufzeiten der
Algorithmen auf die durch die Datenreduktion reduzierten Eingaben zu analysieren.

Zum Losen von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG wurden fiinf Algorithmen vor-
gestellt, zwei dynamische Programme mit Laufzeit O(2/°! - n) und O(29 - n) sowie ein
Suchabaumalgorithmus zum Losen von VOLLSTANDIG FARBENREICHE STABILE MEN-
GE mit Laufzeit O(T'°! - n), ein Suchbaumalgorithmus zum Lésen von LISTENFARBUNG
mit Laufzeit O(|C|™-n) und ein Suchbaumalgorithmus zum Losen von INKREMENTELLE
LISTENFARBUNG mit Laufzeit O(]C|"-n). In der experimentellen Auswertung konnte mit
Hilfe von kiinstlich erzeugten Testinstanzen die Abhéngigkeit der Laufzeiten beziiglich
der Anzahl der Intervalle festgestellt werden und es konnte keine Abhéangigkeit beziiglich
der Laufzeit und der Anzahl der Farben festgestellt werden. Der Vergleich zwischen den
Laufzeiten des dynamischen Programms und den Suchbaumalgorithmen ergab, dass die
Suchbaumalgorithmen fiir Instanzen mit 15 Intervallen um den Faktor 100 bis 1000
schneller sind als das dynamische Programm. Ein weiteres interessantes Ergebnis war,
dass der Suchbaumalgorithmus zum Lésen von INKREMENTELLE LISTENFARBUNG fiir
fast jede Testinstanz langsamer ist als der Suchbaumalgorithmus zum Lésen von Lis-
TENFARBUNG. Hieraus lasst sich schlussfolgern, dass fiir fast alle Instanzen die Losung
von der Teillosung stark abweicht und somit die Teillosung aufler fiir die Datenreduktion
kaum einen Mehrwert bietet.

Fiir weitere Arbeiten wére es von Interesse das Problem INKREMETELLE LISTENFAR-
BUNG um Prioritdten zu erweitern, da Fahrzeuge beim Coorporate Car Sharing meis-
tens beziiglich des Kauf- oder Leasingverhéltnisses zugewiesen werden, um Mehrkosten
zu verhindern. Da immer haufiger Elektroautos als Betriebsfahrzeuge genutzt werden,
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8 Ausblick

wére eine Erweiterung des Problems, welche Elektroautos abbilden konnte, von grofer
Bedeutung. Aufschlussreich wére auch eine Analyse von grofien echten Datenmengen,
um weitere Datenreduktionen bestimmen zu kénnen oder ,,datengetriebene® Parameter
fiir FPT-Algorithmen zu finden.

72



Literatur

[Bev+15]  R. van Bevern, M. Mnich, R. Niedermeier und M. Weller. “Interval schedu-
ling and colorful independent sets”. In: Journal of Scheduling 18.5 (2015),
S. 449-469. URL: https://doi.org/10.1007/s10951-014-0398-5 (siche
S. 10, 14, 15, 35, 60-62).

[CLR0O9]  T.H. Cormen, C. E. Leiserson und R. L. Rivest. Introduction to Algorithms.
MIT Press, 2009 (siche S. 33).

[Diel6] R. Diestel. Graph Theory, 5th Edition. Graduate Texts in Mathematics.
Springer, 2016 (siche S. 13).

[ERT79] P. Erdés, A. Rubin und H. Taylor. “Choosability in graphs”. In: Procee-
dings of the West Coast Conference on Combinatorics, Graph Theory and
Computing. 1979, S. 125-157 (siehe S. 9).

[Kar72] R. M. Karp. “Reducibility among Combinatorial Problems”. In: Complezity
of Computer Computations: Proceedings of a symposium on the Complexity
of Computer Computations. Hrsg. von R. E. Miller, J. W. Thatcher und
J. D. Bohlinger. Boston, MA: Springer US, 1972, S. 85-103. URL: https:
//doi.org/10.1007/978-1-4684-2001-2_9 (siche S. 19, 21, 22, 24, 29,
30).

[Kol+07]  A. W. Kolen, J. K. Lenstra, C. H. Papadimitriou und F. C. Spieksma.
“Interval scheduling: A survey”. In: Naval Research Logistics (NRL) 54.5

(2007), S. 530-543. URL: https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/
10.1002/nav.20231 (siche S. 9).

[Ram+06] K. N. Ramachandran, E. M. Belding, K. C. Almeroth und M. M. Bud-
dhikot. “Interference-Aware Channel Assignment in Multi-Radio Wireless
Mesh Networks”. In: Proceedings IEEE INFOCOM 2006. 25th IEEE In-
ternational Conference on Computer Communications. 2006, S. 1-12 (siehe

S. 10).

[ZWO03] T. Zeitlhofer und B. Wess. “List-coloring of interval graphs with application
to register assignment for heterogeneous register-set architectures”. In: Si-
gnal Processing 83.7 (2003), S. 1411 ~1425. URL: http://www.sciencedirect.
com/science/article/pii/S0165168403000896 (siche S. 10).

73


https://doi.org/10.1007/s10951-014-0398-5
https://doi.org/10.1007/978-1-4684-2001-2_9
https://doi.org/10.1007/978-1-4684-2001-2_9
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/nav.20231
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/nav.20231
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165168403000896
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165168403000896

	Einleitung
	Grundlegende Definitionen und speziellere Probleme
	Grundlegende Definitionen
	Vollständig Farbenreiche Stabile Menge
	Inkrementelle Listenfärbung und Inkrementelle Vollständig Farbenreiche Stabile Menge

	Komplexität
	NP-Vollständigkeit von Listenfärbung und Inkrementelle Listenfärbung
	NP-Vollständigkeit von Vollständig Farbenreiche Stabile Menge und Inkrementelle Vollständig Farbenreiche Stabile Menge

	Datenstrukturen für Intervallgraphen und Farbmengen
	Vorverarbeitung der Eingabe
	Kompakte Intervallgraphen
	Datenreduktion
	Eindeutige Färbbarkeit
	Lokal einzigartige Farben
	Pseudofahrzeugklassen
	Reduzieren auf eine Zusammenhangskomponente
	Gewonnene strukturelle Eigenschaften durch Datenreduktion


	Algorithmen zum Lösen der Problemstellung
	Suchbaumalgorithmen
	Verzweigung über Farben
	Verzweigung über Farben unter Berücksichtigung der Teillösung
	Verzweigung über Intervalle

	Dynamische Programme
	Mit Parameter |C| der Anzahl der Farben
	Mit Parameter Q der maximalen Anzahl von Live-Farben


	Experimentelle Auswertung
	Implementierungsdetails
	Erzeugung künstlicher Testinstanzen
	Experimentelle Ergebnisse

	Ausblick
	Literatur

