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Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit befassen wir uns mit Fairness im Centroid Clustering. Die Aufga-
be ist es, fiir n gegebene Punkte, k Center auszuwéhlen, wobei die Kosten eines Punktes
die Distanz zum néchsten Center ist. Chen et al. [Che+19] nennen ein Clustering fair,
wenn es keine Gruppe von [n/k] Punkten gibt, die einen Center wihlen kénnten, der
niher fiir jeden dieser Punkte ist. In dieser Bachelorarbeit befassen wir uns speziell mit
fairen Clusterings auf Metriken, die durch Graphen definiert werden, im Spezialfall von
N =M.

Fiir Baume haben Micha und Shah [MS20] gezeigt, dass ein Exact Proportional Clus-
tering immer existiert. Daher betrachten wir ,,bauméhnliche“ Graphen. Wir zeigen, dass
fiir Graphen mit Baumweite 1 und Graphen mit Baumtiefe 3 immer ein Exact Propor-
tional Clustering existiert und geben Algorithmen an, die solche Clusterings finden. Wir
zeigen auch, dass bereits fiir Graphen mit Baumweite 2 ein Exact Proportional Cluste-
ring nicht immer existiert und dass es hier keine (2 — €)-Approximation zu Proportional
Fairness gibt. Dies beantwortet die offene Frage von Micha und Shah [MS20], ob es fiir
Graphen im Spezialfall N' = M immer ein Exact Proportional Clustering gibt. Die-
ser Lowerbound impliziert direkt, dass fiir Clusterings auf beliebigen Metriken fiir den
Spezialfall ' = M nicht immer ein (2 — €)-Proportional Clustering existiert.

Wir zeigen, dass der Greedy Capture Algorithmus von Chen et al. [Che+19] fiir
Graphen keinen besseren Upperbound als 1 + v/2 liefert. Zuletzt zeigen wir, dass es
NP-schwer ist, zu entscheiden, ob fiir einen gegebenen Graphen ein p-Proportional Clus-
tering, fiir ein festes p < 2 existiert und dass es keinen Algorithmus gibt, der gleichzeitig
das k-Center Objective und die Proportional Fairness approximiert.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Machine Learning Algorithmen arbeiten heutzutage mit Datenpunkten, die Menschen
reprasentieren konnen. Folglich stellt sich die Frage, ob diese Algorithmen ,,fair* sind.
Fairness in Machine Learning wurde schon seit lingerer Zeit erforscht. Fiir eine Ubersicht
an wissenschaftlichen Artikeln verweisen wir auf Mehrabi et al. [Meh+21].

In dieser Bachelorarbeit befassen wir uns mit Centroid Clustering. Beim Centroid
Clustering sind Datenpunkte A gegeben und die Aufgabe ist es, Zentren der Cluster
aus einer Menge von moglichen Zentren M auszuwéihlen, die diese Datenpunkte grup-
pieren sollen. Clustering findet zum Beispiel in der Bildverarbeitung (Segmentierung),
Bioinformatik, Datenreduktion oder Data-Mining Anwendung [Sax+17].

1.1 Motivation und Stand der Forschung

Angelehnt an das Beispiel von Chen et al. [Che+19]: Seien mehrere dichte Gruppen an
Individuen nah beieinander und eine Gruppe, die eine breite Fliche einnimmt, weiter
weg gegeben. Ein Standard k-Median Clustering wiirde wenige Center bei den dicht
besiedelten Gruppen platzieren, weil diese nah beieinander liegen und mehr Center bei
der weniger dicht besiedelten Gruppe platzieren. Dies wére aber verhiltnisméfig unfair,
weil eine groflere Population auch eine hohere Anzahl an Centern verdienen sollte.

Chen et al. [Che+19] haben daher den Begriff von Proportional Fairness eingefiihrt:
Ein Clustering heifit fair, wenn es keine verhéltnisméfig grofle Gruppe von Datenpunk-
ten gibt, die ,nicht mit dem Clustering einverstanden sind“. Eine Gruppe von Punk-
ten ist nicht einverstanden, wenn fiir diese eine bessere Wahl eines Centers existiert.
Chen et al. [Che+19] betrachten das Clustering iiber einen beliebigen metrischen Raum.
Micha und Shah [MS20] hingegen haben Proportional Clusterings iiber der L', L? und
L*°-Norm betrachtet und entsprechende untere und obere Schranken fiir die Approxima-
tion zu Proportional Fairness angegeben. Sie haben auch Proportional Clusterings auf
Graphen betrachtet und gezeigt, dass fiir Bdume immer ein faires Clustering existiert.
Eine offene Frage in deren Paper war, ob es auch in allgemeinen Graphen immer ein
Exact Proportional Clustering im Spezialfall N' = M gibt.

In dieser Bachelorarbeit konzentrieren wir uns daher auf durch Graphen induzierte
Metriken im Spezialfall ' = M. Graphen sind besonders miéchtige Werkzeuge, mit
denen viele Probleme in der Wissenschaft und im Alltag gelost werden kénnen [BM+76].
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10 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

1.2 Methodik

Es gibt bereits einige Ergebnisse fiir Proportionally Fair Clustering in anderen metrischen
Réumen [Che+19; MS20]. Einige dieser Resultate lassen sich auf Graphen iibertragen, in-
dem Datenpunkte durch Sterne ersetzt und deren Distanzen durch Pfade dargestellt wer-
den. Beliebige metrische Rdume haben reellwertige Distanzen zur Verfiigung, wihrend
Distanzen in Graphen immer ganzzahlig sind. Das haben wir modelliert, indem wir re-
elle Distanzen beliebig gut mit rationalen Distanzen approximiert haben und dann alle
Distanzen zu Ganzzahlen skaliert! haben. Das funktioniert, weil Proportional Fairness
scale invariant ist [Che+19]. Die Sterne sorgen dafiir, dass das Gewicht der Datenpunkte
bei den originalen Punkten bleibt und sich nicht zu sehr auf die Pfade verlagert.

1.3 Verwandte Arbeiten

Die Definition von Proportional Fairness von Chen et al. [Che+19] ist vom Begriff
,Core* aus der Volkswirtschaftslehre inspiriert. Eine Losung ist im Core, wenn keine
verhiltnismiiBig grofle Gruppe existiert, fiir die es eine bessere Losung gibt. Fain et al.
[FMS18] betrachten Fairness mittels des Cores in der Ressourcenzuweisung von unteilba-
ren Giitern. Fiir verschiedene Bedingungen an den Giitern geben sie Algorithmen mit ad-
ditiven Approximationen zum Core an. Jiang et al. [JMW20] und Cheng et al. [Che+20]
hingegen befassen sich mit dem Core im Rahmen von Committee Selection. Caragiannis
et al. [CMS24] erweitern (in einem Vordruck) Proportionally Fair Clusterings auf nicht-
Centroid Clusterings, in der sie sich auch mit dem Core und ihrer Abschwichung, die
,Fully Justified Representation“ befassen.

Basierend auf dem Paper von Chen et al. [Che+19] haben Li et al. [Li+21] eine
neue Proportional Fairness Definition entwickelt, bei der eine unzufriedene Gruppe die
Summe ihrer Distanz verbessern muss. Dort geben sie Ergebnisse zur Existenz, Hérte
und Approximation ihres Fairnessbegriffs an.

Der Fairnessbegriff Individual Fairness von Jung et al. [JKL20] ist, anders als die
anderen erwahnten Fairnessbegriffe, kein Group Fairness-Begriff. Individual Fairness ist
die Idee, dass das Clustering fair fiir jeden einzelnen Datenpunkt sein soll. Fiir ein Paper,
das beide Individual Fairness und Group Fairness betrachtet, verweisen wir auf das
Paper von Kellerhals und Peters [KP23], in dem sie Proportional Fairness und Individual
Fairness im Social Choice Rahmen untersuchen. In der zeigen sie unter anderem, dass
diese Fairnessbegriffe verwandt sind.

1.4 Ergebnisse und Gliederung

In Kapitel 3 erweitern wir das Ergebnis fir Bdume von Micha und Shah [MS20] auf
Wilder. Wir zeigen auflerdem fiir triviale Graphen mit Baumweite 2, ndmlich Kreise,
dass immer ein Exact Proportional Clustering existiert.

In Kapitel 4 zeigen wir, dass fiir Graphen mit kleiner Baumtiefe — Baumtiefe 3 und
zusammenhéngende Graphen mit Baumtiefe 4 — ein Exact Proportional Clustering
immer existiert und geben einen Algorithmus an, der ein solches Clustering findet. Der

'Das geht zum Beispiel mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner.



1.4. ERGEBNISSE UND GLIEDERUNG 11

Algorithmus funktioniert, indem zuerst der Algorithmus von Micha und Shah [MS20] fiir
Béume auf dem Trémaux Baum lduft und dann mogliche Blocking Coalitions aufgeldst
werden.

In Kapitel 5 zeigen wir, dass es fiir Graphen nicht immer ein (2 — €)-Proportional
Clustering gibt, indem wir zuerst eine Instanz fiir N’ # M in einer nicht-Graph Metrik
angeben und dann die in der Einfithrung erwéhnte Technik anwenden, um diesen in einen
Graphen zu transformieren. Der Graph hat eine Baumweite von 2 und hat bereits fiir
Baumtiefe 4 einen Lowerbound gréfer 1. Das 16st die Frage von Micha und Shah [MS20],
ob es fiir Graphen im Spezialfall ' = M immer ein Exact Proportional Clustering gibt.
Dieser Lowerbound impliziert direkt einen Lowerbound von 2 fiir Clusterings auf belie-
bigen Metriken im Spezialfall N' = M, was den zuvor bekannten Lowerbound von 1,5
von Chen et al. [Che+19] verbessert. Der neue Lowerbound gleicht dem fiir Clusterings
im allgemeinen Fall NV £ M.

In Kapitel 6 zeigen wir, dass der Greedy Capture Algorithmus von Chen et al.
[Che+-19] fiir Graphen und bereits fiir Biume keinen besseren Upperbound als 1 + /2
liefert.

In Kapitel 7 zeigen wir, dass es NP-schwer ist zu entscheiden, ob in einem gegebenen
Graphen ein p-Proportional Clustering, fiir ein festes p < 2 existiert.

Zuletzt zeigen wir in Kapitel 8, dass es keinen Algorithmus gibt, der fiir zusam-
menhingende Graphen gleichzeitig das k-Center Objective und die Proportionalitét kon-
stant approximiert.






Kapitel 2

Notation und Grundlegendes

Proportional Fairness. Gegeben sei eine Menge N von n Datenpunkten und eine
Menge M von moglichen Clusterzentren. Wir betrachten hauptséchlich den Spezialfall
N =M.Seid: (NUM) x (NUM) — Rx¢ eine Distanzfunktion, die die Dreiecksun-
gleichung erfiillt, d. h. es gilt d(a,c) < d(a,b) + d(b, ¢), fiir alle a,b,c € N'U M. Gesucht
ist eine Menge von Cluster Centern X C M, wobei |X| = k.! Wir benutzen die Kurz-
notation d(i, X) := minge x d(i, ). Die Eigenschaft, die das Clustering X aufweisen soll,
ist die folgende, wie sie von Chen et al. [Che+19] definiert wurde:

Definition 2.1. Sei X C M ein Clustering, mit |X| = k£ und sei p > 1. Eine Menge
S C N von Datenpunkten heifit Blocking Coalition, falls [S| > [#] und es ein y € M
gibt, sodass fiir alle i € S gilt: p-d(i,y) < d(i, X ). Das Clustering X heifit p- Proportional,
wenn es keine solche Blocking Coalition gibt und Ezact Proportional, falls zusétzlich
p =1 gilt.

Graphentheorie. Ein Graph ist ein Paar (V| E), wobei V eine nicht-leere, endliche
Menge von Knoten und £ C V x V eine Menge von Kanten ist. Wir nutzen Stan-
dardnotationen von Bondy und Murty [BM+76]. Wir betrachten hier nur ungerichtete,
schleifenlose Graphen.

Ein Pfad ist eine Sequenz von Knoten, in der aufeinander folgende Knoten benach-
bart sind, d. h. eine Kante haben und kein Knoten mehrfach vorkommt. Ein Kreis
ist ein Pfad, in der der erste Knoten mit dem letzten iibereinstimmt. Ein Graph ist
zusammenhéngend, wenn es zwischen je zwei Knoten einen Pfad gibt. Eine Zusammen-
hangskomponente ist ein maximaler, zusammenhéngender Teilgraph. Die Distanz d(u, v)
zwischen zwei Knoten u, v aus derselben Zusammenhangskomponente ist die Lange eines
kiirzesten Pfades von u nach v und ist unendlich, falls sie in verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten liegen.

Ein Graph G heifit Wald, wenn G keine Kreise enthélt und Baum, wenn G zusétzlich
zusammenhéngend ist. Sterne sind zusammenhéngende Graphen, in denen alle Kanten
einen zentralen Knoten als Endpunkt haben.

!Die vorgestellten Algorithmen kénnen weniger als k Cluster Center auswéhlen. Fiir die Analyse von
Blocking Coalitions spielt dies jedoch keine Rolle, da beliebige Punkte hinzugenommen werden kénnen,
ohne dass eine Blocking Coalition entsteht.

13



14 KAPITEL 2. NOTATION UND GRUNDLEGENDES

Die Baumweite eines Graphen wird iiber die Robertson-Seymour Baumzerlegung
definiert [RS86].

Definition 2.2. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Baumzerlegung von G ist ein Baum 7,
wobei fiir die Knoten B von T gilt: B C V(G). Auflerdem muss gelten:

L. UBeV(T) B=V,
2. fir alle (u,v) € E gibt es ein B € V(T'), mit u,v € B und

3. fiir alle A, B,C € V(T) gilt: Wenn B auf dem Pfad von A nach C liegt, dann gilt:
ANC C B.

Die Weite einer Baumzerlegung 7' ist maxpgey () |B| — 1 und die Baumweite BW (G)
eines Graphen G ist die minimale Weite aller Baumzerlegungen des Graphen.

Die Baumtiefe wird wie folgt definiert [NDMOG]:

Definition 2.3. Sei F' = (Vp, EF) ein gewurzelter Wald. Der Abschluss clos(F') von F'
ist der Graph (Vp, {{u, v} : u ist Vorfahre von v in F' und u # v}).

Sei G = (V, E) ein Graph. Die Baumtiefe BT (G) von G ist die kleinste Hohe eines
gewurzelten Waldes F', sodass G Teilgraph von clos(F) ist, d. h. G C clos(F'). F' nennen
wir Trémaux Baum von G.

Eine alternative Definition ist:

1 , falls |[V(G)| =1
)14+ minBT (G —v) , falls G zusammenhéngend ist
BT (&) = vev und |V(G)] > 1
max BT (G;) , sonst

wobei G; die Zusammenhangskomponenten von G bezeichnen.

Um einige Beispiele fiir Graphklassen und deren Graphparameter anzugeben: Biéume
haben Baumweite 1, wihrend n-Cliquen Baumweite n — 1 haben. Sterne haben Baum-
tiefe 2.

Serien-parallele Graphen werden wie folgt induktiv definiert [TNS82]:

Definition 2.4. Ein serien-paralleler Graph ist ein 4-Tupel (V, E, s,t), wobei (V, E) ein
Graph ist und s,t € V, und der aus den folgenden Operationen erzeugt werden kann:

e Der Graph, bestehend aus einer einzelnen Kante, ist ein serien-paralleler Graph.

e Wenn (Vi, Eq,s1,t1) und (Va, E9, sa,t2) serien-parallele Graphen sind, dann ist
(Vi W Vs, E1 W Ey, s1,t2), wobei so durch t; ersetzt wird, auch ein serien-paralleler
Graph.

e Wenn (Vi, Eq,s1,t1) und (Va, E9, so,ts) serien-parallele Graphen sind, dann ist
(V1w Vs, E1 W Eo, s1,t1), wobei s durch s; und ¢o durch ¢; ersetzt wird, auch ein
serien-paralleler Graph.

Die Knoten eines Graphen G = (V, E) kénnen einen Typ / einen Label haben. Wir
benutzen die Kurznotation {a} fir {v € V : v ist vom Typ a} und a fiir einen beliebigen
Knoten vom Typ a.



Kapitel 3

Baumweite

Graphen mit Baumweite 1 sind genau die Wilder. Fiir Baume haben Micha und Shah
[MS20] bereits gezeigt, dass es immer ein Exact Proportional Clustering gibt. In diesem
Abschnitt zeigen wir zuerst ein hilfreiches Lemma, das die Analyse von Blocking Coali-
tions erleichtert. Mithilfe des Lemmas ldsst sich die Korrektheit vom Algorithmus 1 von
Micha und Shah [MS20] einfacher zeigen und sogar auf Wélder erweitern. Der Algorith-
mus durchliuft im Wesentlichen den Baum bottom-up und eréffnet einen Cluster Center,
sobald [#] (neue) Knoten hinzugekommen sind. Anschliefend erdffnet der Algorithmus
noch einen Cluster Center in der Wurzel, falls diese noch nicht im Clustering war. Die-
sen letzten Schritt werden wir fiir Wélder nicht ausfiihren, da sonst méglicherweise mehr
als k Cluster Center eroffnet werden. Wir zeigen, dass selbst ohne einen Center in der
Wurzel, das vom Algorithmus ausgegebene Clustering ein Exact Proportional Clustering
ist.

AuBlerdem zeigen wir, dass fiir triviale Graphen mit Baumweite 2, ndmlich fiir Kreise
und generell Graphen mit maximalem Knotengrad 2 ein Exact Proportional Clustering
immer existiert. Fiir allgemeine Graphen mit Baumweite 2 und sogar fiir serien-parallele
Graphen werden wir in Abschnitt 5.2 zeigen, dass dies nicht mehr der Fall ist.

3.1 Baumweite 1

Zuerst beweisen wir ein Lemma, das mogliche Blocking Coalitions auf Teilgraphen ,,zwi-
schen®“ Cluster Centern einschrankt. Wir erinnern, dass eine Blocking Coalition eine
Menge von Punkten ist, die einen besseren Cluster Center wéihlen kénnen. Formell heifit
das Lemma:

Lemma 3.1. Sei X ein Clustering. Sei G' = G — X. FEine Blocking Coalition S kann
nicht auf mehrere Zusammenhangskomponenten G, von G’ verteilt sein. Das heifit es
gilt S C V(G)), fir eine Zusammenhangskomponente G von G'.

Beweis. Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Seien G, G, zwei Zusammenhangs-
komponenten, mit V(Gy) NS # § und V(G,,) NS # 0.! Sei also i € V(G)) NS und
JjeV(G,)NS.DaV(G,) NV(G;,) =0, kann y nicht in beiden Zusammenhangskom-
ponenten sein. Sei also o. B. d. A. y ¢ V(G}). Da nach Loéschung von X der Graph

'Falls es nur eine Zusammenhangskomponente gibt, gilt das Lemma trivialerweise.

15



16 KAPITEL 3. BAUMWEITE

in Zusammenhangskomponenten zerfallt, muss jeder Pfad, insbesondere der kiirzeste,
also Distanz-definierende Pfad, zwischen zwei Zusammenhangskomponenten durch ein
x € X verlaufen. Sei also x € X auf dem kiirzesten Pfad von i nach y. Dann gilt aber
d(i,X) <d(i,z) < d(i,y). Somit wiirde Knoten ¢ nicht wechseln wollen. O

Das Lemma erlaubt es uns, den Korrektheitsbeweis vom Algorithmus 1 von Micha
und Shah [MS20] fiir Baume zu vereinfachen, sodass der Algorithmus, etwas abgewandelt,
auch fiir Walder funktioniert.

Satz 3.2. Sei G ein Wald. Dann hat G ein Exact Proportional Clustering.

Beweis. Sei G ein Wald. Der modifizierte Algorithmus 1 von Micha und Shah [MS20] ar-
beitet wie folgt. Fiir jeden Baum Gy von G fiihre folgendes aus: 1) Setzte einen beliebigen
Knoten als Wurzel von Gy, um einen gewurzelten Baum zu erhalten. 2) Durchlaufe den
Baum Gy bottom-up. Falls an einem Knoten v mindestens {%1 Knoten im Unterbaum
von v sind, dann erdffne einen Cluster Center in v und l6sche den Unterbaum.

Zuerst beweisen wir, dass der Algorithmus maximal k Cluster Center 6ffnet. Fiir

jeden Baum Gy von G werden maximal [[E‘}Jd Cluster Center gedffnet, da der Algo-

rithmus (in Zeile 6) einen Cluster Center erst 6ffnet, wenn im entsprechenden Unterbaum
mindestens [%1 Knoten sind und weil der Algorithmus keinen extra Center fiir die Wurzel
erdffnet. Also werden in G maximal

3 W"J <SG _Esr e
¢ [E—| r  k n P
Cluster Center getffnet.

Aus Lemma 3.1 folgt, dass eine Blocking Coalition nicht auf mehrere Bidume von
G verteilt sein kann. Es geniigt also zu zeigen, dass sich in jedem Baum von G keine
Blocking Coalition bilden kann.

Sei X das vom modifizierten Algorithmus ausgegebene Clustering. Wir betrachten
einen beliebigen Baum H von G. Sei H' = H — X. Wegen Lemma 3.1 miissen wir nur
die Zusammenhangskomponenten H; von H' betrachten. Fiir jede Zusammenhangskom-
ponente H, von H' gilt |H)| < [%], also gibt es nicht genug Knoten, um eine Blocking
Coalition zu bilden. Denn angenommen es gibt eine Zusammenhangskomponente Hj, so-
dass |H)| > [%1 Dann hitte der Algorithmus aber spétestens bei der Wurzel r, von H;
cinen Cluster Center erdffnet. Denn es gilt |[ST(r¢)| > [%] (in Zeile 6), weil Knoten aus
abgeschnittenen Teilbdumen (Zeile 8) wegen Lemma 3.1 nicht zu H), gehéren kénnen. Da
nun in Hj ein Center ist, kann H) aber keine Zusammenhangskomponente von H — X
sein; ein Widerspruch. O

3.2 Baumweite 2

Die einfachsten Graphen mit Baumweite 2 sind Kreise. Wir zeigen, dass Kreise ein
Exact Proportional Clustering haben. Als Clustering wihlen wir jeden [%]-ten Knoten.
Besteht ein Graph G aus mehreren Kreisen, zeigen wir wie in Abschnitt 3.1, dass in einer

Zusammenhangskomponente Gy nur HTS’;%J Cluster Center benétigt werden und diese

ein Exact Proportional Clustering bilden.
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Satz 3.3. Sei G ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten Gy Kreise sind. Dann
hat G ein Fxact Proportional Clustering.

Beweis. Sei G also ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten Gy Kreise sind. Setze

ke = MLLG/% J, fiir jeden der Kreise Gy. Fiir jeden Kreis Gy mit Knoten {vq, ve, ...} nimm
die Knoten {Ui-[ﬂ] :1 € {1,...,k¢}} in das Clustering X auf. Analog wie in Satz 3.2
k

werden maximal k Cluster Center ertffnet.

Nun zeigen wir, dass X ein Exact Proportional Clustering ist. Aus Lemma 3.1 folgt,
dass eine Blocking Coalition nicht auf mehrere Kreise von GG verteilt sein kann. Es geniigt
also zu zeigen, dass sich in jedem Kreis von G keine Blocking Coalition bilden kann.

Sei H also ein beliebiger Kreis aus G. Sei H' = H — X. Wegen Lemma 3.1 miissen wir
nur die Zusammenhangskomponenten H von H' betrachten. Da wir jeden [%]-ten Kno-
ten als Cluster Center gewihlt haben, gilt fiir alle Zusammenhangskomponenten H), bis
auf die Zusammenhangskomponente H), zwischen v, (o] und Upy-[275 dass
|H;| < [%]. Also sind dort nicht genug Knoten, um eine Blocking Coalition zu bilden.
Fiir die letzte groBere Zusammenhangskomponente H/ gilt aber |H/ | < 2 [%w —2. Denn
wire |H,,| > 2 [%]—1, gébe es in H, einen Center. Sei S nun eine Blocking Coalition, mit
S C V(H],) und seien iy, is die beiden Randknoten von S, also die Knoten, die d(i1,i2)
maximieren. Sei y € V/(H},).? Da |S| > [%] gelten muss, gilt d(i1,y) +d(iz,y) > [2] -1
und da es maximal [%]| — 2 Knoten in V(H,,) \ S gibt, gilt d(i1, X) + d(i2, X) < [%].
Werden beide Ungleichungen zusammengesetzt, gilt

dlin, X) + d(in, X) < [ 7] < dlin,y) +dliz,y) + 1.

Damit S eine Blocking Coalition ist, muss d(i1, X) > d(i1,y) gelten. Also gilt

>0, also >1
d(iz, X) + d(i1, X) — d(i1,y) =1 < d(i2,y)
>0
und somit gilt d(i2, X) < d(i2,y), also wiirde Knoten i9 nicht wechseln wollen. O

Graphen mit maximalem Knotengrad 2 bestehen aus Kreisen, Pfaden und isolierten
Knoten. Pfade und isolierte Knoten sind Baume. Aus Satz 3.2 und Satz 3.3 erhalten wir
also

Korollar 3.4. Sei G ein Graph mit mazimalem Knotengrad 2. Dann hat G ein FEzact
Proportional Clustering.

?Denn sonst wire S nach #hnlicher Begriindung wie in Lemma 3.1 keine Blocking Coalition.






Kapitel 4

Baumtiefe

Es ist einfach zu sehen, dass Graphen mit Baumtiefe 2, Sterne als Zusammenhangskom-
ponenten haben, also Walder sind. Fiir Wilder haben wir in Abschnitt 3.1 bewiesen,
dass es immer ein Exact Proportional Clustering gibt. In diesem Abschnitt zeigen wir,
dass es fiir Graphen mit Baumtiefe 3 und fiir zusammenhéingende Graphen mit Baumtie-
fe 4 immer ein Exact Proportional Clustering gibt. Der Algorithmus ist im Wesentlichen
der modifizierte Algorithmus 1 von Micha und Shah [MS20] aus Abschnitt 3.1, ange-
wandt auf dem Trémaux Baum des Graphen bzw. der Zusammenhangskomponenten.
Dabei konnen sich Blocking Coalitions bilden. Diese sind aber von der Struktur sehr
eingeschrankt und lassen sich durch Hinzufiigen oder Verschieben eines entsprechenden
Cluster Centers auflésen.

Zuerst fithren wir einige Notationen ein. Sei G = (V, E) ein Graph mit Baumtiefe ¢.
Sei T also ein Trémaux Baum von G mit Tiefe t. Bei Knoten v wird mit einem Subskript
¢ der Level [MS20], also die Hohe von v im Baum, kennzeichnet, d. h. Level(vy) = ¢. Die
Menge der Knoten im Unterbaum am Knoten v wird mit ST (v) bezeichnet. Fiir den
Trémaux Baum 7T sollen Kanten zwischen zwei Knoten aus der tiefsten Ebene auch im
Graphen existieren, also soll fiir v;_1, v, mit vy € ST (vy—1) gelten: (vi_1,vy) € E!

Satz 4.1. Sei G ein Graph mit Baumtiefe BT (G) = 3. Dann hat G ein Exact Propor-
tional Clustering. Algorithmus 1 findet ein solches.

Beweis. Zuerst beweisen wir, dass Algorithmus 1 maximal k Cluster Center 6ffnet. In
Zeile 2 werden analog zu Abschnitt 3.1 maximal k& Cluster Center gedffnet. In Zeilen 12
und 16 verschiebt Algorithmus 1 lediglich einen Cluster Center. In Zeile 8 6ffnet Algo-
rithmus 1 nur einen Cluster Center, falls fiir ein vy € X NV (Ty) gilt: | ST (v2) | > [%],
also | ST (v2) | > [#] + 1. Da (in Zeile 5) |A| = [%] — 1 gilt und A und ST (vz) disjunkt
sind, gilt

|AUST (u)| = |A| + |ST (va) | = [%] 1+ [%] +1=2. m

Es gibt keinen Cluster Center in A, weil die Teilbdume mit den Cluster Centern abge-
schnitten werden und in ST (v2) gibt es nur einen Cluster Center, also darf in AUST (vq)
noch ein weiterer Cluster Center getffnet werden, ohne k£ zu iiberschreiten.

'Dies ist immer moglich, denn wenn v; keine Kante zu v;—1 hat, dann hat es nur Kanten zu héheren
Vorfahren, kann also im Trémaux Baum eine Ebene hochwandern.
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Algorithmus 1 Proportionally Fair Clustering fiir Baumtiefe 3

Input: Trémaux trees Ty from the connected components of G
1: X (—@
2: perform the modified algorithm in section 3.1 on a copy of every T, and store the
outputs in X

3: for every Ty with v; ¢ X do

4 A+ V(T \Upyex ST (v2)

5: if |A| = [%W — 1 and Py,ex(v1,v2) € E then

6: for every vo € X NV (Ty) do

7 if |ST (v2)| > [%] then

8: X<+ XU {’Ul}

9: continue with the next Trémaux tree Ty

10: if 3U2€X3U3,w3€ST(02)(vl7/U3)7 (Ul, w'g,) € F then

11: let v € X be the vertex for which the condition holds
12: X« (X \{v2})U{v1}

13: else

14: for every vy € X NV (T}) do

15: let v3 € ST (v2) be the (only) vertex with (vy,v3) € E
16: X + (X \ {1)2}) U {1)3}

17: return X

Nun beweisen wir, dass Algorithmus 1 ein Exact Proportional Clustering ausgibt.
Wegen Lemma 3.1 reicht es, einen Trémaux Baum 7 einer beliebigen Zusammenhangs-
komponente Gy von GG zu betrachten. Sei T; also ein Trémaux Baum einer beliebigen
Zusammenhangskomponente von G. Sei Algorithmus 1 bis zur Zeile 2 ausgefiihrt worden.

Fall 1. Sei v; € X. Nach der Definition der Baumtiefe gibt es keine Kanten zwischen
Knoten aus verschiedenen Teilbdumen ST (v3),ST (ws), also gilt fiir alle vg, we, mit
vy # wa: ﬂvGST(W)’weST(W)(v, w) € E. Weil v1 € X und wegen Lemma 3.1 kdnnen wir
also die Teilbdume ST (v3) einzeln betrachten. Sei S C ST (vz) eine Blocking Coalition.
Falls | ST (v2) | < [%] gilt, hat ST (v2) nicht genug Knoten, um eine Blocking Coalition
zu bilden. Falls |ST (vg) | > [%] gilt, eréffnet Algorithmus 1 einen Cluster Center im
Zentrum vy des Sterns G[ST (v2)]. Dies ist ein Dominating Set? fiir den Stern, also
haben alle ¢ € S Distanz maximal 1 zum n#chstgelegenen Cluster Center und miissten
Distanz 0 erreichen, um wechseln zu wollen. Also kann sich auch hier keine Blocking
Coalition bilden.

Fall 2. Sei v; ¢ X. Sei S eine Blocking Coalition und sei A wie im Algorithmus 1
definiert. (A entspricht der Menge G° im Algorithmus 1 von Micha und Shah [MS20].)
Wenn |A| > [#] ist, dann hétte Algorithmus 1 einen Cluster Center in vy erdffnet, was
ein Widerspruch ist. Sei also [A| < [%]. Da v; ¢ X hatte Algorithmus 1 nur Cluster
Center in Knoten vy, mit Level(vy) = 2 erdffnet. Betrachten wir den Graphen Gy — X, so
sind neben A nur Blattknoten vs aus Teilbdumen ST (v2), mit vo € X iibrig. Da fiir diese
Blattknoten vs gilt: d(vs, X) = 1, kénnen nicht mehrere dieser Blattknoten in S sein, da

2Ein Dominating Set ist eine Menge X von Knoten, sodass jeder andere Knoten benachbart zu einem
Knoten in X ist.
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sonst einer von ihnen nicht wechseln wollen wiirde. D. h. es gilt ‘S N Uypyex ST (1)2)‘ <1
Zusammen mit |A| < [%] muss die Blocking Coalition S nun wie folgt aussehen, damit
S| > [%] gilt: [A] =[] =1 und 3,,5N (UvzeX ST (v2)) = {vs} und S = AU {vs}. Da
vg schon Distanz 1 zum néchstgelegenen Cluster Center hat, darf v nicht auch Distanz 1
haben. Also darf v; keine Kanten zu einem der Cluster Center vy haben, d. h. es gilt
Bo,ex(vi,v2) € E. AuBerdem gilt, dass alle anderen Knoten a € A\ {v;} wegen der
Definition von Baumtiefe nicht zu einem vy € X benachbart sein kénnen.

Falls es ein vy € X N V(Ty) mit | ST (v2) | > [#] gibt, wird v zu X hinzugefiigt und
es kann sich wie in Fall 1 keine Blocking Coalition bilden. Falls nicht, dann gilt fiir alle
vy € X NV(Ty): | ST (v2) | = [%#].

Falls es ein vy € X mit mehreren Kindern vs, ws € ST (vy) gibt, die zur Wurzel vy
benachbart sind, also (v1,v3), (v1,ws) € E, dann wird statt diesem Cluster Center vo
die Wurzel v; zum neuen Cluster Center. Fiir alle anderen wy € V(7)) kann sich wie in
Fall 1 keine Blocking Coalition in ST (wg) bilden und fiir das ve gilt fiir die mogliche
Blocking Coalition S C ST (v2): S = ST (v2), weil |ST (v2) | = [#]. Aber in S gibt es
nun zwei Knoten (némlich v3 und ws) mit Distanz 1 zu einem néchstgelegenen Cluster
Center (némlich v), also wiirde einer von ihnen nicht wechseln wollen.

Falls es kein v € X mit mehreren Kindern vz, w3 € ST (v2) gibt, die zur Wurzel vy
benachbart sind, gilt fiir alle vo € X N V(T}): Es gibt genau einen Kind w3 € ST (v9),
das zur Wurzel v; benachbart ist, also 3!,,es1(v,)(v1,v3) € E. Denn sonst wire G[V (Ty)]
nicht zusammenhéngend, da es zwischen der Wurzel v; und den vs € X wegen Zeile 5
keine Kanten gibt. Dann wird in jedem ST (v2), mit vo € X N V(T}), dasjenige Kind
v3, mit (vi,v3) € E, statt vg zum Center gewihlt. Nun gilt fiir den originalen Graphen
G|V (Ty)], dass jede Zusammenhangskomponente in G[V (1;)]— X weniger als [ %] Knoten
hat, weil 1) fiir jedes vo € X NV(Ty) |ST (v2) | = [%] gilt und die einzige Verbindung
zum Rest des Graphen iiber dem Kind w3, das zur Wurzel v; benachbart ist, geht,
welches wegen Algorithmus 1 nun in X ist und 2) |A| = [%W — 1 gilt. Also kann S wegen
Lemma 3.1 und der Bedingung S > [%1 keine Blocking Coalition sein. O

Fiir zusammenhéngende Graphen mit Baumtiefe 4 kann einfach der unmodifizierte
Algorithmus 1 von Micha und Shah [MS20] auf dem Trémaux Baum angewendet werden
und die moglichen Blocking Coalitions in den ST (v3) wie in Algorithmus 1 dann einzeln
aufgeldst werden. Das funktioniert, weil die Wurzel immer im Clustering ist [MS20] und
wegen Lemma 3.1 und der Definition von Baumtiefe eine Blocking Coalition nicht auf
mehrere Zusammenhangskomponenten, also den ST (v3), verteilt sein kann.

Korollar 4.2. Sei G ein zusammenhdingender Graph mit Baumtiefe BT (G) = 4. Dann
hat G ein Ezact Proportional Clustering.






Kapitel 5

Lowerbounds

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass es fiir allgemeine Graphen nicht immer ein
(2 — €)-Proportional Clustering gibt. Das impliziert direkt, dass der Lowerbound fiir be-
liebige metrische Réume, auch fiir den Fall ' = M schon 2 ist. Das verbessert den
zuvor bekannten Lowerbound von 1,5 von Chen et al. [Che+19], sodass dieser mit dem
Lowerbound fiir Clusterings im allgemeinen Fall ' # M {ibereinstimmt.

Das Beispiel hat einige schone Grapheigenschaften, wie eine kleine Baumweite und
Planaritét und liefert bereits fiir kleine Baumtiefen einen Lowerbound p > 1. Das Beispiel
liefert, etwas abgewandelt, den gleichen Lowerbound fiir serien-parallele Graphen und
fiir Graphen mit maximalem Knotengrad 3.

5.1 Existenz von Exact Propotional Clusterings

Die Kernidee des Beweises besteht darin, eine Instanz fiir N' € M (mit nicht-Graph-
Metrik), in der es kein (2 — €)-Proportional Clustering gibt, in eine Instanz fiir N' = M
(mit Graph-Metrik) zu transformieren. Die Datenpunkte ersetzen wir mit Sternen und
die Distanzen mit langen Pfaden. Wegen der Bedingung N' = M verlagert sich das
Gewicht der Datenpunkte N bei groBen Distanzen auf die Pfade. Um dem entgegenzu-
wirken, platzieren wir bei den originalen Punkten eine hohe Anzahl an Knoten, d. h. sie
werden zu Sternen. Fiir immer ldnger werdende Pfade gleicht sich der Lowerbound fiir
Graphen dem der Instanz fiir N C M an.

Instanz fiir N' C M. Sei k = 5. Es gibt drei identische Gruppen mit je 3 Punkten,
also n = 9. Eine Gruppe sieht wie folgt aus. Die drei Punkte a1, a9, a3 liegen je auf
einem der Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlédnge 1. Sei M die Menge
aller Punkte der Dreiecke (Seiten und Eckpunkte). Die Distanz zwischen zwei Punkten
innerhalb einer Gruppe ist die Lénge eines kiirzesten Streckenzugs, der den Seiten des
Dreiecks folgt. Die Distanz zwischen Punkten aus verschiedenen Gruppen ist unendlich.
Abbildung 5.1 zeigt beispielhaft eine der Gruppen.

Da k = 5 und es 3 Gruppen gibt, gibt es in einer der Gruppen maximal einen Center
x. Diese Gruppe wird nun betrachtet. Da die Instanz symmetrisch ist, sei 0. B. d. A.
auf der Strecke von a; nach ag und ndher oder gleich nah an a;. Sei 0, = d(a1,x), also
dz €10;0,5]. Da (%w = [%W = 2, ist jede Menge mit 2 Punkten berechtigt, eine Blocking

23



24 KAPITEL 5. LOWERBOUNDS

as

al x a9

Abbildung 5.1: Eine Gruppe der Instanz fiir N' C M mit Auswahl von y, fiir ein x.

Coalition zu bilden. Wéhle S = {ag, a3} als Blocking Coalition und y auf der Strecke
von ap nach az mit Distanz d, = d(ag,y) zu az. Wir wihlen 0y so0, dass es die minimale
multiplikative Verbesserung von as und a3 maximiert. Sei also

oo (523, 22

argma; <min<1_5x 1+5I>>
= X , .
o 5, "1-3,

1+5

Da = 5 ¢ als Funktion von 4, monoton fallend ist und als Funktion von ¢, monoton
wachsend und keine der Funkt1onen immer grofler als d1e andere ist, berechnen wir den
Schnittpunkt der Funktionen:

1—0, 1+,

5,  1-24,
& (1—0,)(1—08y) = (14 62)dy
&1 =0y — 0y + 0,0y = dy + 6,0,

& 10, =29,

1—06,
5

&0y =

(5.1)

Setzten wir nun Gleichung (5.1) in einer der Verbesserungen von as oder as ein (hier fiir
az), so gilt
1—0,

p=—— = 2.
(+5=)

Also gibt es in dieser Instanz kein p-Proportional Clustering, fiir p < 2.

Nun transformieren wir die Instanz in einen Graphen, indem wir die Seiten des
Dreiecks durch lange Pfade darstellen und die Eckpunkte des Dreiecks, also die Elemente
aus N, durch Sterne. Verlingern wir die Pfade beliebig gro8, so erreichen wir den gleichen
Lowerbound.

Satz 5.1. Fiir alle p < 2 gibt es nicht immer ein p-Proportional Clustering fiir Graphen.

Beweis. Sei n = 9a+ 96 und k = 5. Es gibt drei identische Gruppen (Zusammenhangs-
komponenten) mit je 3a+ 39 Knoten. Eine Gruppe sieht wie folgt aus. Es gibt zunéchst
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drei spezielle Typen von Knoten, aj, a3, a3. Ein a] zusammen mit o weiteren Knoten
vom Typ a; bilden einen Stern mit a] als Zentrum, fiir i« € {1,2,3}. Die restlichen
36 — 3 Knoten werden benutzt, um je af mit aj ;43 durch einen Pfad der Linge &
zu verbinden, fir i € {1,2,3}. Die neuen Knoten auf dem Pfad von aj nach a} hei-
Ben p1,...,ps—1, die von a3 nach aj heiflen ¢,...,¢s—1 und die von a3 nach a] heilen
r1,...,75_1. Abbildung 5.2 zeigt diese Konstruktion. Durch die zusétzlichen Pfadknoten
p,q,r, also ein groBeres n, als im Fall N' C M, soll es folgende Bedingung an o geben:

20> ] = [%595]also

!
S0 > 9a + 99

+1ea>9+5 (5.2)

Da k = 5 und es 3 Gruppen gibt, gibt es in einer der Gruppen maximal einen Center
z. Diese Gruppe wird nun betrachtet. Da die Instanz symmetrisch ist, sei o. B. d. A.
x auf dem Pfad von a] nach a3 und ndher oder gleich nah an aj oder sei = a; ein
Sternknoten. Es soll pg den Knoten a] bezeichnen und ¢p den Knoten a3.

Fall 1. Sei © = p;, fiir i € {0,...,|3]}. Da wegen Ungleichung (5.2) 2a > (7]
gilt, ist jede Menge mit 2ac Knoten berechtigt, eine Blocking Coalition zu bilden. Wéhle
S = {as, a3} als Blocking Coalition und y = g;, mit j = L%J Dann gilt

_min<d(a2,x) d(ag,x)) _min<5—i+l 5+i+1>
P d(az,y)" d(as,y) jH+1 o—j+1

(il Gtitd
15 5 +1)

Waéhlen wir d beliebig grof}, so gilt im Grenzwert mithilfe des Sandwich-Theorems und
weil i € {0,..., L%J}, also § —1i > % und lims o0 3% = 0, fiir alle c € N:

24+ 2 24+ 2
2 = min (51520 ﬁ’ah—{go 1+ E
o—1i o+1

L 26-2i42 . 264242
00 (0 — i) +2 620020 — (6 —i — 2) + 2

gﬂ%%¥)+1%5&5—(%#—1)+1

S—i+1 S+it1 )

. , i
S [+ U 5 [+
. 0—1+1 . o+i+1
6=00 (551 —1) + 1 6= 0 — (%57) +1
20 — 21+ 2 . 20 4+ 2i + 2
P —— 1m
5-r00 (6 — i — 2) + 2 650020 — (6 — i) + 2
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Abbildung 5.2: Eine Gruppe der Instanz fiir N' = M mit Graphmetrik. Die Kreise von
den Knoten a stellen Sterne dar.

Also gilt fiir den Verbesserungsfaktor

p=min ( lim d(aQ,x)’ lim dlas, 2) =2.
d—00 d(ag, y) d—o0 d(a:s, y)

Fall 2. Sei x = a;. Dann wéhle S = {a2,a3} und y = g;, mit j = LgJ Dann ist

) . d(ag,z) .. d(as,x)
p=min | lim , lim
§—00 d(aQ, y) d—00 d(a37 y)

. . o+2 . 0+2
=min | lim ———, lim ————— ] =2
d—00 LiJ +1 6—00 § — LQJ +1
nach dhnlichen Berechnungen wie im Fall 1.

Also gibt es fiir alle p < 2 nicht immer ein p-Proportional Clustering. O

Das Ergebnis impliziert direkt den gleichen Lowerbound fiir beliebige Metriken im
Fall N' = M. Wir erhalten daraus folgendes Korollar.

Korollar 5.2. Fiir alle p < 2 gibt es nicht immer ein p-Proportional Clustering fiir
beliebige metrische Riume im Spezialfall N = M.

5.2 Baumparameter des Gegenbeispiels

In Abschnitt 3.1 und Kapitel 4 haben wir gezeigt, dass Graphen mit Baumweite 1 und
Graphen mit Baumtiefe 3 immer ein Exact Proportional Clustering haben. Wir zeigen
hier, dass dies fiir die néchstgréffere Baumweite 2 und Baumtiefe 4 nicht mehr der Fall
ist, indem wir die Baumweite und Baumtiefe der Instanz aus Satz 5.1 berechnen.

Proposition 5.3. Der Graph G in Satz 5.1 hat fiir ein beliebiges § Baumweite 2 und
fiir alle p < 2 gibt es nicht immer ein p-Proportional Clustering fiir Graphen mit Baum-
weite 2.

Beweis. Wir zeigen, dass BW (G) = 2 gilt. Dann folgt der zweite Teil der Proposition
direkt. Teil 1. Wir zeigen zuerst BW (G) < 2, indem wir eine Baumzerlegung mit
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Weite 2, fiir eine der Zusammenhangskomponenten G’ von G angeben.! Es soll ps und
go den Knoten a3 bezeichnen und gs und ro den Knoten a3. Die Sternknoten heiflen a; ;,
mit j € {1,...,a}. Die Baumzerlegung von G’ ist T' = (V, E), wobei V und E wie folgt
definiert sind:

Sei V =V'UV; UV, U V3, wobei:

o V' ={B;:i€{l,2,3},j €{l,...,a}}, wobei B;; = {a,a;;}, fiir i € {1,2,3}
und 5 € {1,...,a},
o Vi={B1;:je{l,...,6 —1}}, wobei By ; = {a},p;,pj+1}, fir j € {1,...,0 — 1},

o Vo={By;:j€{0,...,6 —1}}, wobei By ; = {a},qj, qj+1}, fiir j € {0,...,6 — 1},

und

o V3 ={B3;:je{0,...,6 —2}}, wobei Bs; = {aj,r;,rj41}, fir j € {0,...,6 —2}.
Sei E = E' U Fy U By U E3 U E, wobei:

« B'={Bi1,B,}:je{l,....a}} U{{Bio, Bl,} i € {2,3},j € {1,...,a}},

o By ={{B1;,B1j+1}:j€{l,...,0 —2}},

o By ={{By;,B2jt1}:j€{0,...,0 —2}},
E3 ={{Bs;,Bsj+1}:j€{0,...,0 — 3}} und
o E={{B1s-1,B20},{B2s-1,B3p}}.

Es ist leicht zu sehen, dass T eine Baumzerlegung fiir G’ mit Weite 2 ist.
Teil 2. Nun zeigen wir, dass BW (G) > 1, also BW (G) > 2. Da G einen Kreis
(a},p1,...,05,q1,...,a5,71,...,75_1,a}) enthélt, kann G nicht Baumweite 1 haben. [J

Fiir grofler werdende 6 gibt es in der Instanz den ldnger werdenden Pfad
(a},p1,...,05,q1,...,a5,7r1,...,75—1). Lange Pfade sind verbotene Minoren fir die
Baumtiefe [NDMO06]. Wir zeigen aber, dass die Instanz bereits fiir § = 2 einen Lo-
werbound p > 1 liefert und Baumtiefe 4 hat.

Proposition 5.4. Der Graph G = (V, E) in Satz 5.1 hat fiir 6 = 2 Baumtiefe 4 und fiir
Graphen mit Baumtiefe 4 gibt es nicht immer ein Exact Proportional Clustering.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass G kein Exact Proportional Clustering hat. Wir betrach-
ten wie in Satz 5.1 die Gruppe mit nur einem Center z. Es wird eine Fallunterscheidung
gemacht, wo x liegen kann:

e Sei x = a;. Dann gilt fir S = {a2,a3} und y = ¢, dass

p=min (ot e s)) = min (5,5) =2

!Die einzelnen Baumzerlegungen der Zusammenhangskomponenten ergeben einen Wald und kénnen

einfach mit zwei Kanten zu einem Baum erweitert werden, ohne die Baumzerlegungseigenschaften zu
verletzen.
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Abbildung 5.3: Baumzerlegung einer Zusammenhangskomponente von G.

e Sei x = afj. Dann gilt fir S = {az, a3} und y = q1, dass

. (d(a2,z) d(as,x) . (33
p = min (d(ag,y)’ d(as, 1) min 573 , 0

e Sei x = p;. Dann gilt fiir S = {ag,a3} und y = a}, dass

. (d(ag, ) d(a;;,:n)) ) (2 4) -
= min , =min| -, - | =1,3.
P (d(a2>y) d(a3>y) 13

Die anderen Félle sind symmetrisch. Also gibt es fiir G kein Exact Proportional Cluste-
ring.

Nun zeigen wir, dass BT (G) = 4 gilt. Dann folgt der zweite Teil der Proposition
direkt. Da G nicht zusammenhéngend ist und die Zusammenhangskomponenten von G
aber isomorph sind, reicht es aus, die Baumtiefe von einer der Zusammenhangskompo-
nenten G’ von G zu berechnen. Teil 1. Wir zeigen zuerst BW (G’) < 4, indem wir einen
Trémaux Baum mit Tiefe 4 angeben. Der Trémaux Baum von G’ ist T' = (V, E), wobei
E wie folgt definiert ist: E = {{a},a5}} U {{a3,v} : v € V'\ {a},a}}}. Bs ist leicht zu
sehen, dass T ein Trémaux Baum von G’ mit Tiefe 4 ist.

Teil 2. Nun zeigen wir, dass BT (G’) > 3. Es gilt per Definition der Baumtie-
fe: BT (G') = 1 + minyey () BT (G' —v). Da G’ einen Kreis Cg enthilt, gilt fiir alle
v € V(G'), dass G’ — v einen Pfad P, enthélt, was ein verbotener Minor fiir die Baum-
tiefe 2 ist [NDMO6]. Also gilt fiir alle v € V(G’): BT (G’ — v) > 2. Also gilt

BT (G') =1+ min BT (G'—v) >1+2=3.
veV(G")

O

Es ist anzumerken, dass dies kein Gegenbeispiel zu Korollar 4.2 ist, da der Graph G
nicht zusammenhéngend ist.
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Abbildung 5.4: Trémaux Baum einer Zusammenhangskomponente von G.

5.3 Abwandlung des Beispiels zu anderen Graphparame-
tern

Im vorigen Abschnitt 5.2 haben wir gezeigt, dass es fiir die Baumweite 2 nicht immer ein
Exact Proportional Clustering gibt. Nun stellt sich die Frage, ob es bei serien-parallelen
Graphen, die eine einfachere Struktur als allgemeine Graphen mit Baumweite 2 haben,
immer moglich ist, ein Exact Proportional Clustering zu finden oder ob zumindest der
Lowerbound kleiner ist. Hier zeigen wir, dass auch bei serien-parallelen Graphen der
Lowerbound 2 bleibt. Die Idee besteht darin, statt Sterne, Diamant-Graphen zu nutzen
und die Gruppen durch lange Pfade zu verbinden. Wir zeigen auflerdem, dass bei Gra-
phen mit maximalem Knotengrad 3 der Lowerbound 2 bleibt, mit der gleichen Idee, die
Sterne zu ersetzen.

Proposition 5.5. Fir alle p < 2 gibt es nicht immer ein p-Proportional Clustering fiir
serien-parallele Graphen.

Beweis. Sei n = 9a + 216 + 7 und k£ = 5. Es gibt drei identische Gruppen mit je
3a + 3§ + 3 Knoten. Eine Gruppe sieht wie folgt aus. Es gibt zunéchst sechs spezi-
elle Typen von Knoten, a7,a3,as, b7, b5,b5. Die Knoten a; und b; zusammen mit «
weiteren Knoten vom Typ a; bilden einen Diamant-Graphen D, = (V,, E,), wobei
Vo ={af,b;}U{a;j:je{l,...,a}t} und B, = {{u,a;} : v € {a, b} }}, fiir i € {1,2,3}.
Die restlichen 36 — 3 Knoten werden benutzt, um aj und b3, a3 und b3, und b3 und aj
durch je einen Pfad der Linge ¢ zu verbinden.

Die restlichen 12§ — 2 Knoten werden benutzt, um b] der ersten Gruppe mit a3 der
zweiten Gruppe und b] der zweiten Gruppe mit a3 der dritten Gruppe und durch je
einen Pfad P; bzw. P> der Lange 66 zu verbinden. Setze s = a3 der ersten Gruppe und
t = b} der dritten Gruppe. Es ist leicht zu sehen, dass G = (V, E, s, t) ein serien-paralleler
Graph ist, da G eine Serien- und Parallelkomposition von Diamant-Graphen und Pfaden
ist. Abbildung 5.5 zeigt beispielhaft eine der Gruppen und wie sie erzeugt werden kann.

Wie im Satz 5.1 soll es folgende Bedingung an « geben: 2a > {%1 =

|'9a+216+7

% W , also

!
2a29a+2516+7

Da k = 5 und es 3 Gruppen gibt, gibt es in einer der Gruppen maximal einen Center
x, wobei wir Knoten auf dem Pfad P zu der Gruppe zéhlen, zu der sie ndher dran ist.

+1lea>210+12.
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Diese Gruppe wird nun betrachtet. Falls in dieser Gruppe (ohne die Pfadknoten P) ein
Center erdffnet wurde, dann gilt d(a;, X) < 36 + 1.2 Also bezieht keiner der Knoten a;
seine Distanz zu einem Center aus einer anderen Gruppe, da d(a;, v) > 3d+1 fiir Knoten v
aus anderen Gruppen gilt. Nun gelten im Grenzwert von 6 — oo die gleichen Rechnungen
wie im Satz 5.1, da sich die Distanzen nur in additiven Konstanten unterscheiden. Also
ist der Grenzwert des Verbesserungsfaktors fiir § — oo bei beiden Instanzen gleich.

Falls « auf einem der Pfade P liegt, dann gelten die Rechnungen, als wenn z =
aj bzw. x = b} gelten wiirde, da fiir die Blocking Coalition d(a;,a3) < d(ai, x) bzw.
d(a;, b7) < d(ai,x) gilt und der Verbesserungsfaktor auch hier dann mindestens 2 ist. [

Fiir Graphen mit maximalem Knotengrad 3 verwenden wir die gleiche Idee, die Sterne
zu ersetzen. Wir benutzen hier Badume, damit die Distanz von den a Knoten a; zum
Verbindungsknoten a} logarithmisch (in ¢) ist und folglich im Grenzwert verschwindet.
Wir zeigen das Ergebnis fiir einen allgemeinen maximalen Knotengrad grofier gleich 3.

Proposition 5.6. Fir alle p < 2 gibt es nicht immer ein p-Proportional Clustering fir
Graphen mit beschrinktem Knotengrad A > 3.

Beweis. Sei n = 9a + 99 und k = 5. Sei A > 3 der maximale Knotengrad, den der
Graph haben soll. Die Konstruktion des Graphen ist bis auf die Sterne identisch zu dem
Graphen aus Satz 5.1. Anstatt die o Knoten a; zu dem a; zu verbinden, werden wir nun
die o Knoten a; benutzen, um einen Baum zu erstellen, in dem jeder Knoten maximal
A —1 Kinder hat, fiir i € {1,2,3}. Diese Béume haben Tiefe [loga_; a|. Wir verbinden
die Wurzel des Baumes mit o, fiir i € {1,2,3}. Wegen Ungleichung (5.2) wahlen wir
a =96 + 5. Dann ist der maximale Abstand eines a; zu seinem a;:

max d(a;,a;) =1+ |loga_ja) =1+ [loga_1(95 +5)] 53)
a; 5.3
€ O(loga_10) = O(log 9).

Da k = 5 und es 3 Gruppen gibt, gibt es in einer der Gruppen maximal ein Center
x. Diese Gruppe wird nun betrachtet. Da die Instanz symmetrisch ist, sei 0. B. d. A. «
auf dem Pfad von a] nach a3 und néher oder gleich nah an aj oder x = ay, fiir eines der
Knoten aus dem Baum. Es soll pp den Knoten aj bezeichnen und go den Knoten aj.

Fall 1. Sei z = p;, fir i € {0,..., LgJ} Da wegen Ungleichung (5.2) 2o > [%] gilt,
ist jede Menge mit 2a Knoten berechtigt, eine Blocking Coalition zu bilden. Wahle wie

2Das ist eine grobe Abschitzung mit dem lingsten Pfad in einer Gruppe (ohne die Pfadknoten P),
was eine obere Schranke fiir die maximale Distanz ist.
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Abbildung 5.5: Eine Gruppe vom serien-parallelen Graph, der den gleichen Lowerbound
wie der Graph in Satz 5.1 liefert. Der Graph kann wie folgt erzeugt werden: 1) Erstelle
den Diamant-Graphen mit a% und b3 als Terminalknoten. 2) Serienkomposition mit den
Pfaden (b3,...,a3) und (b3,...,a]). 3) Parallelkomposition mit dem Pfad (b3,...,a}).
4) Serienkomposition mit den restlichen Diamant-Graphen.

in Satz 5.1 als Blocking Coalition S = {a2, a3} und y = ¢;, mit j = L%J Dann gilt

p:min(dwz,x) d(ay,w)  dlas,x) d(ah,) )
dlaz,y)" d{ay,y)"" " daz,y)” da )

> i 0—i+1 0+i+1
> min . : ,
[°3°] + 1+ [logayaf 0 — [ %3] + 1+ [loga o
> i 0—i+1 0+i+1
min . : .
N it 14logaqa 6 — 5 +2+loga s
) 26 — 21+ 2 26 4+ 2i + 2
= min
d—i+2+2loga_ja’ 20 — (6 —i) +4+2loga_q @

2 2
— uin 2+ 5= 2+ 55
- 14 2+4+2logpa_j @’ 44+2logp_qa | °

0—1 L+ 0+

Wihlen wir § beliebig grof}, so gilt wegen Relation (5.3) und logn € o(n), dass der
Verbesserungsfaktor p fiir 6 — oo gegen 2 konvergiert.?

Fall 2. Sei x = aq, fiir einen Knoten a1 im Baum. Dann gilt die gleiche Abschétzung,
wie wenn = aj gelten wiirde, da fiir die Blocking Coalition S = {as,as} und y = g;,
fiir j = LgJ gilt: d(a;,a}) < d(a;, x), fir i € {2,3}, also

» = min (d(ag,al) d(as, a1) ) > min (d(GZaal) d(as, ay) ) lim

d(ag,y) 7 d(az,y)’ d(ag,y) " d(as,y)’
Also gibt es fiir alle p < 2 nicht immer ein p-Proportional Clustering fiir Graphen
mit beschranktem Knotengrad A > 3. O

3Die Abschiitzung nach oben ist auch 2, weil fiir das a;, mit (a;,a}) € E die gleichen Rechnungen wie
in Satz 5.1 gelten.






Kapitel 6

Greedy Capture

Fiir beliebige metrische Riume gibt Greedy Capture immer ein (1 + v/2)-Proportional
Clustering aus [Che+19]. Der Algorithmus lidsst gleichméBig Kreise um die méglichen
Center wachsen und wihlt gierig einen Center aus, sobald dieser [%| (neue) Punkte
enthélt. Bereits getffnete Center wachsen weiter und nehmen (neue) Punkte mit auf.
Nun stellt sich die Frage, ob der Algorithmus auf Graphen eine bessere Approximation
liefert. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass dies nicht der Fall ist. Die Idee des Beweises
ist das Beispiel 18 von Micha und Shah [MS20] in einen Graphen umzuwandeln. Dabei
werden aus dem Punkt zs vom Beispiel zwei Sterne, da Greedy Capture sonst einen

Cluster Center auf dem Pfad von z4 nach x5 platzieren wiirde.

Satz 6.1. Fiir alle p < 14 /2 findet Greedy Capture auf Graphen nicht immer ein
p-Proportional Clustering.

Beweis. Sei n = 35a+ 50 und k = 9. Es gibt fiinf identische Gruppen (Zusammenhangs-
komponenten) mit je 7o + § Knoten. Eine Gruppe sieht wie folgt aus. Es gibt zunéchst
sechs spezielle Typen von Knoten, aj, a3, a3, aj, az, ai. Der Knoten a] zusammen mit 2«
weiteren Knoten vom Typ a; bilden einen Stern mit a] als Zentrum. Die Knoten a
zusammen mit o weiteren Knoten vom Typ a; bilden einen Stern mit a; als Zentrum,
fir i € {2,...,6}. Die restlichen § Knoten werden benutzt, um je aj mit aj,; durch
einen Pfad der Linge §; zu verbinden, fiir i € {1, 2, 3,4} und a} mit af durch einen Pfad
der Lénge d5 zu verbinden. Also ist 6 = 1 + 2?21 d;. Abbildung 6.1 zeigt beispielhaft
eine der Gruppen.

Die Distanzen 0d1,62,093,04,05 sollen approximiert folgendes Verhiltnis haben:
1/1/(v/2 —1)/1/1. AuBerdem soll §; = &, 64 = 85 und d4 > &; gelten. Ein mogliches
Vorgehen, um die J; zu bestimmen, ist:

1. Approximiere v/2 — 1 durch einen Bruch % beliebig genau, mit s,t € N.

2. Setze 1 =t,00 =t,03 = 5,04 =t +1und é5 =¢ + 1.

Wegen den Pfadknoten soll es folgende Bedingung an « geben: 4a > {%] = [%QTTE’J],
also:
! 4]
4a2%+1@a255+9 (6.1)

33
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Abbildung 6.1: Graph vom Satz 6.1. Die Kreise stellen die Sterne dar. Der Kreis von a;
ist grofler, da es einen grofleren Stern darstellt. Wellenférmige Kanten stellen Pfade dar,
dessen Langen deren Beschriftung ist. Pfade verbinden die Sternzentren a] der jeweiligen
Sterne.

Greedy Capture 6ffnet zuerst fiinf Cluster Center bei den Knoten a3. Das geschieht
beim Kreisradius 6 = 61 + 1 im Algorithmus. Dann gibt es in maximal vier Gruppen
einen weiteren Center. Da wegen Ungleichung (6.1) 4o > [%] gilt, ist jede Menge mit
4o Knoten berechtigt, eine Blocking Coalition zu bilden. In der Gruppe mit nur einem
Center gilt nun mit der Blocking Coalition S = {as,a4,as,a6} und y = aj, fir den

Verbesserungsfaktor

. <d(a3,X) d(a4,X) d(a5,X) d(aG,X)>
p = min ) ) )
d(a?)a y) d(a’47 y) d(CL5, y) d(a67 y)
. 0o+1 6o+03+1 do+03+d4+1 d9+3+0d5+1
= min s s s
03+ 1 1 i+ 1 d5 + 1

1 1+v2 142
~ min , 00, , =1+V2.
<\/§—1 1 1 )

Im Grenzwert § — oo und mit besseren Approximationen der J; an den vorgegebenen
Verhiltnissen konvergiert der Verbesserungsfaktor p gegen 1+ /2. Also ist die Ausgabe
von Greedy Capture nicht p-proportional fiir p < 1+ /2. O

Da der Lowerbound mit dem Upperbound {ibereinstimmt, erhalten wir also folgendes
Korollar.

Korollar 6.2. Der Upperbound von 14++/2 von Greedy Capture bei beliebigen metrischen
Rdumen ist bei Graphen nicht kleiner.

Der Graph in Satz 6.1 zeigt, dass Greedy Capture selbst bei Baumen keinen besseren
Upperbound als 1 + v/2 liefert. Der Graph lisst sich in einen Baum umwandeln, indem
z. B. die Knoten a] durch einen langen Pfad mit einem neuen Knoten a verbunden
werden und dann das « entsprechend erhoht wird.



Kapitel 7

Komplexitit

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass es NP-vollstandig ist zu entscheiden, ob es fiir
einen gegebenen Graphen G und eine Zahl k ein p-Proportional Clustering, fiir ein festes
p < 2 gibt, indem wir von dem NP-schweren Problem Hitting Set reduzieren.! Die Idee
der Reduktion ist es, pro Hitting-Menge das Dreieck aus Satz 5.1 und pro Element aus
dem Universum einen Knoten zu erstellen. Dann verbinden wir einen Knoten mit einem
Dreieck, wenn das Element in der Hitting-Menge vorkommt. Wenn es ein Hitting Set
gibt, dann kénnen wir die entsprechenden Element-Knoten und ein Knoten pro Dreieck
als Clustering wéhlen, sodass jedes Dreieck zwei Cluster Center in der Néhe hat. Wenn
es kein Hitting Set gibt, dann wird es in einem der Dreiecke, mit nur maximal einem
Cluster Center in der Nihe, eine Blocking Coalition geben.

Problem 1: HirTING SET (HS)

Eingabe: Eine Grundmenge U = {si, ..., Sp}, eine Teilmengenfamilie S = {S1, ..., S},
mit S; CU, fir j € {1,...,m} und eine Zahl k € N.

Frage: Existiert eine Menge X C U/, mit |X| < kund S;NX # 0, firalle j € {1,...,m}?

Problem 2: PROPORTIONAL CLUSTERING ON GRAPHS (PCGQG)

Eingabe: Ein Graph G = (V| E) und eine Zahl k € N.

Frage: Existiert eine Menge X C V von Cluster Centern, mit |X| = k, sodass X ein
p-Proportional Clustering ist?

Satz 7.1. Das Problem PROPORTIONAL CLUSTERING ON GRAPHS ist NP-schwer.

Beweis. Um zu zeigen, dass PROPORTIONAL CLUSTERING ON GRAPHS NP-schwer ist,
reduzieren wir von HITTING SET auf PCG, zeigen also HS <, PCG.

Sei p < 2 beliebig aber fest. Die Reduktion arbeitet wie folgt. Sei U = {s1,..., s},
S={51,...,58n}, mit §; CU und k € N eine Eingabe fiir HS.

In Korollar 7.3 zeigen wir, wie in Polynomzeit iiberpriift werden kann, ob ein gegebenes Clustering
p-Proportional ist. Dann folgt, dass das Problem in NP ist, mit dem Guess & Check Ansatz.

35
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e Sei § > 14 beliebig grof}, sodass das Dreieck in Satz 5.1 kein p-Proportional Clus-
tering hat, mit geradem 8.2 Setze 7 = >.7" | [S;| - (| (p—3) - 6] — 1) und
n+74+6dm-+30+k+3m+2
a = |max ,
2k+1
(n+7+3m)-(k+3m)+n+71—39 +1>w

2m+1
e Fiir jedes Element s; € U erstelle einen Knoten s;.

e IMiir jede Hitting-Menge S; € S erstelle ein Dreieck S; mit Seitenldnge J und
Sternen an den Eckpunkten mit je o Armen (analog zu Satz 5.1). Knoten im
Dreieck S; werden mit einem Superskript j versehen und haben sonst die gleiche
Bezeichnung wie in Satz 5.1.

e Fiir jede Hitting-Menge S; € S: Verbinde s; mit afﬁ,j durch einen Pfad der Lange
L(p — %) . 5J gdw. s; € S;. Knoten aus diesem Pfad sind vom Typ .

e Erstelle m+ 1 isolierte Dreiecke mit Seitenléinge § und Sternen an den Eckpunkten
mit je @ Armen (analog zu Satz 5.1).

o Setze k' =k + 3m + 2.

Totalitdt und Polynomzeit. Die Reduktion ist total, da zu jeder Hitting Set-
Eingabe ein Graph G = (V,FE) und eine Zahl k' erzeugt wird. Fiir die GroBe der
Ausgabe gilt: Das ¢ ist konstant und 7 und « sind nur polynomiell gro. Es werden
n'=n+7+2m+1)-(3a+3§) Knoten erzeugt, also gibt es auch nur polynomiell viele
Kanten und ¥ = k 4+ 3m + 2 ist polynomiell grof. Die Erstellung dieser Knoten und
Kanten erfolgt in Polynomzeit.

Korrektheit. Sei die Eingabe fiir HITTING SET eine Ja-Instanz. Sei also X, mit
| X| < k ein Hitting Set. Dann konstruiere ein p-Proportional Clustering X’ wie folgt:

e Fiir jedes der m + 1 isolierten Dreiecke fiige aj und a3 zu X' hinzu.

e Fiir jedes Dreieck S;, mit j € {1,...,m} fiige pg zu X' hinzu.
2

e Fiir jedes z € X fiige x zu X' hinzu.
Es wurden maximal 2 - (m + 1) +m + k = k' Cluster Center benutzt.

Nun zeigen wir, dass X’ ein p-Proportional Clustering ist. Die Wahl von « garantiert,
dass 2« > [%—‘ und H‘—,,—‘ >a+n+ 74 30m, da:

0> n+7+6m+30+k+3m+2
- 2k +1
& 20k +6am +4a>n+7+6am+6dm+3a+30+k+3m+2
n+7+4+(2m+1)- (3a+ 39)
k+3m+2

& 2a > +1

s [1] -

?Diese Bedingung fordern wir nur, um uns unnétige Rundungsklammern zu sparen.
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Abbildung 7.1: Ausgabe der Reduktion (ohne die isolierten Dreiecke). Die Pfade zwischen
Knoten s und a3 haben Lénge L(p — %) -5J und die Pfade in den Dreiecken Lénge 9.
Die Pfadlénge L(p — %) . 6J ist so gewdhlt, sodass bei einer Ja-Instanz fiir HITTING SET
der Ausgabegraph gerade noch ein p-Proportional Clustering hat. Werden diese Pfade
zu kurz gewihlt, kann es passieren, dass Knoten a} ihre Distanz aus einem Center eines
anderen Dreiecks S; beziehen. Die Eckpunkte a der Dreiecke stellen wie in Satz 5.1

Sterne dar.

und
- (n+71430m)-(k+3m)+n+71—30
2m +1
=3am+a>ak+(n+7+30m)-(k+3m)+n+7—30
n+74+(2m+1)- (3a+ 39)
=
k+3m+2

>a+n+74+30m

/
= {Z’-‘ >a+n+T14 30m, (7.2)
wobei wir im ersten Schritt am > ak verwendet haben.? In den isolierten Dreiecken kann
sich keine Blocking Coalition bilden, da d(a;, X’) = 1 und d(ag, X') = 1 bereits gilt und
die o + 30 restlichen Knoten wegen Ungleichung (7.2) zu wenige sind. Wir betrachten
also in der restlichen Instanz mogliche Blocking Coalitions. Wegen Ungleichung (7.1)
betrachten wir zwei Sterne. Dabei reicht es nicht aus, nur @ Knoten von einem Stern
zusammen mit den restlichen n + 7 + 3mdé Knoten zu betrachten, da diese wegen Un-
gleichung (7.2) zu wenige Knoten sind. Es wird eine Fallunterscheidung gemacht, wo die
Sternknoten liegen kénnen:

Fall 1. Die Knoten sind aus verschiedenen Dreiecken. Sei also die Blocking Coalition
S = {a{ , ag,,}. Fiir jedes Dreieck S; ist ein s; € S; im Clustering, also gilt
d(a,X") < [(p—3)-6] +1 und d(ag,/,X’) < |(p—3%)-6] + 1. Also miissen
p-dlal,y) < [(p- %) 6] +1 und p - d(ag,l,y) < |(p— %) +6] + 1 gelten. Dann gilt
aber

/

d(a},a}) < p-d(af,a}) < p-d(af,y) +p-d(y,a},) <2 Kﬂ- 2) '5J +2.

3Wenn m < k, dann kénnen wir einfach eine triviale Ja-Instanz ausgeben.
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Da die Knoten aber aus verschiedenen Dreiecken sind, gilt d(ag , ag,/) >2- [(p — %) . 5J +2;
ein Widerspruch.
Fall 2. Die Knoten sind aus demselben Dreieck. Sei also die Blocking Coalition
= {al, l} Fall (a) Falls i = 1,i' = 2, dann gilt d(al, N = d(ag,X’) = % + 1, also
miissen p - d(al, y) < 5 +1und p- d(aQ, y) < 5 + 1 gelten. Dann gilt aber

d(af,ab) < p-d(af,a}) < p-d(al,y) + p-d(y,a}) < 5 +2.

Aber es gilt d(ai, aé) = 0 + 2; ein Widerspruch. Fall (b). Falls i = 1,7 = 3, dann gilt
d(al,X) 5 8 +1und d(a3,X) =|(p—3) 6] +1, also miissen p - d(af,y) < g+ 1 und
X d(a3, y) < [(p—3) - 6] + 1 gelten. Dann gilt aber

p(6+2) = p-d(al,a}) < p-d(al,y) +p-dly,a})
1
< = +1+Kp 2) 5J+1
0 1
= pd

also p < 1; ein Widerspruch. Die anderen Fille sind symmetrisch. Also ist das Clustering
X' ein p-Proportional Clustering.

Sei die Eingabe fiir HITTING SET eine Nein-Instanz. Dann gibt es kein Hitting-Set
X, mit | X| < k. Sei X', mit |X'| <k ein beliebiges Clustering. Falls in den isolierten
Dreiecken nicht je zwei Cluster Center benutzt werden, gibt es in mindestens einem
dieser Dreiecke analog zu Satz 5.1 eine Blocking Coalition und wir sind fertig. Seien
also in den m + 1 isolierten Dreiecken je zwei Cluster Center benutzt worden. Dann
bleiben fiir X’ noch m + k Cluster Center iibrig. Falls nicht in jedem der m Dreiecke
S; ein Cluster Center ist, dann gibt es in dem Dreieck S; ohne einen Cluster Center die
Blocking Coalition S = {(11,(12} mit y = p(;, da d(al,X’) > 6§+ 2 und d(aQ, N>0+2

und d(al, y) = d(aQ, y) =5 % 41, mit Verbesserungsfaktor 2 und wir sind fertig. Seien also
in jedem der m Dreiecke S; je ein Cluster Center benutzt worden. Dann bleiben fiir X’
noch k Cluster Center iibrig.

Wir argumentieren nun, dass es ausreicht, nur die Knoten s; zu betrachten oder dass
sonst X’ kein p-Proportional Clustering ist.

Lemma 7.2. Sei X' ein p-Proportional Clustering, mit xj,tg € X', fiir den einen Cen-

ter © im Dreieck S; (bzw. 27,27 € X' fir 2wei Center im Dreieck S;j). Dann ist

X'\ {29 1} U {p}, s} (bew. X'\ {27, 27} U {p}, s}, fiir ein beliebiges s € S;) auch
2

2
ein p-Proportional Clustering.

Beweis. Fiir die Sternknoten a’/ im Dreieck S; gilt wie beim Beweis bei der Ja-Instanz,
dass die Knoten a’ keine Blocking Coalition bilden kénnen. Fiir die Sternknoten aus
den Dreiecken Sy, mit s; € Sy, gilt, dass sich die Distanz zu den Cluster Centern
nur verbessert hat Letztlich gilt fiir Dreiecke Sj», mit s; ¢ Sj», dass die Sternknoten
a?" keine Distanz aus tg bezogen haben, mit Distanz d(aj”,tg) > 2 L(p — %) ~5J + 1,
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also sich die Distanz zum néchstgelegenen Cluster Center nicht verindert hat. Denn
wenn dies nicht der Fall wére, dann wiirde im Dreieck S;» gelten, dass kein s € S;»
ein Cluster Center ist, da die Distanz zu diesen Centern kleiner ist: Distanz
d(a} ,s) = [(p— %) +6| + 1. Dann gébe es in diesem Dreieck Sj» aber eine Blocking
Coalition, was wir nun noch im Beweis vom Satz 7.1 beweisen. O

Da die Hitting Set-Instanz eine Nein-Instanz ist, muss es ein Dreieck S; geben, fiir
das in keinem der s;, mit s; € S; ein Cluster Center eréffnet wurde (und in dem Dreieck
S; nur ein Cluster Center erdffnet wurde). Ansonsten wire X = X’ N ein Hitting Set
nach Verschiebung der Cluster Center. Wir betrachten nun dieses Dreieck S;. Sei 27 der
eine Center im Dreieck S;. Nun wird eine Fallunterscheidung iiber x/ gemacht:

Fall 1. Sei 2/ € {r{,... ,rjg} U {a}’,a3}. Dann ist analog zu Satz 5.1, S = {a],a}}
mit dem entsprechenden y eine Blocking Coalition. o

Fall 2. Sei 2/ € {TJ%H, o1} 3U{a}’, a]}. Dann ist analog zu Satz 5.1, S = {a}, a}}
mit dem entsprechenden y eine Blocking Coalition.

Fall 3. Sei 27 € {p],... ,p%} Dann ist S = {a},a}}, mit y = qle_l eine Blocking

P
Coalition, da, wenn @ seine Distanz aus z7 bezieht, die gleichen Rechnungen wie in
Satz 5.1 gelten oder wenn @ seine Distanz aus einem Center aus einem anderen Dreieck
bzw. einem s ¢ S; oder ¢, mit s; ¢ S; und j’ # j bezieht, dann

d(a}, X" s +1 g

> >2 =p
d(a}, y) L%J—1+1 5
und ,
d(aé?X’)> 2|(p—3) 6] +1 S (2p—1)0—1 ;p
d(a3,y) _5—(bﬂ—4)+1_(1—%)5+3
also

1
2p—1)5—-1> <p—2>5+3p

1
<:><2p—1—p+2>5>3p+1

3p+1
0> p+1.

2

Da p € [1;2), ist die rechte Seite der Ungleichung hochstens iffa'é = 14. Da § grofier 14
gewihlt wurde, ist S eine Blocking Coalition.
Die restlichen Félle sind symmetrisch. Also kann es kein p-Proportional Clustering

X' fiir G geben. O

Das Ergebnis zeigt auch, dass es schwierig ist, Proportionalitit zu approximieren.
Genauer gilt

Korollar 7.3. Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer Eingabe G,k in Polynomzeit
ein Clustering X ausgibt, das (apmin)-Proportional, fir das optimale ppin und o < 1,5
ist, unter der Annahme P # NP.
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Beweis. Angenommen, es gibt einen solchen Algorithmus A, fiir ein a < 1,5. Sei X das
ausgegebene Clustering vom Algorithmus fiir den Graphen aus Satz 7.1, fiir p = 1. Wir
iiberpriifen in Polynomzeit, ob X «-Proportional ist, indem wir zuerst die
Distanzmatrix und d(i, X)) berechnen und dann fiir jedes y iiberpriifen, ob
{ia-d(iy) <di, X)} > 7],

Wenn X a-Proportional ist, dann erhalten wir nach dem Verschieben der Cluster
Center wie in Lemma 7.2 ein Hitting Set. Wenn wir die Center nicht verschieben kénnten,
dann wére X nicht a-Proportional, mit analoger Begriindung wie in Satz 7.1, aufler im
Fall 3, wo y dann so gewéhlt wird, dass es die minimale multiplikative Verbesserung

. . . . 1 075 _
maximiert: max <m1n (—I_Z, 2 )) =1,5.

Wenn X nicht a-Proportional ist, dann gab es kein Exact Proportional Clustering
und die Eingabe fiir HITTING SET ist eine Nein-Instanz. O
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k-Center mit Proportionalitéit

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es keinen Algorithmus gibt, der fiir zusammenhén-
gende Graphen gleichzeitig das k-Center Objective und die Proportionalitit konstant ap-
proximiert. Fiir beliebige Graphen lésst sich einfach Beispiel 1 von Chen et al. [Che+19]
in einen nicht zusammenhingenden Graphen umwandeln, indem Punkte durch Sterne
ersetzt werden und die Distanz von a und b durch einen Pfad dargestellt wird.

Satz 8.1. Es gibt keinen Algorithmus, der fiir zusammenhdngende Graphen ein Cluste-
ring ausgibt, das gleichzeitig eine o-Approximation fiir k-Center und p-Proportional ist,
fiir feste o, p € R.

Beweis. Angenommen, es gibt einen solchen Algorithmus fiir feste o,p € R. Sei § € N
(mit ¢ als Zweierpotenz, um uns Rundungsklammern zu sparen) so gewéhlt, sodass:

15

L. THlogs — 7>

2. logd > p und
3. 6 >5.

Sein=0a+dlogd+ 6+ 1 und k =9 + 1. Es gibt § Sterne S,41, deren Zentren a*
durch einen log ¢ langen Pfad mit einem Knoten ¢y verbunden sind. Die Knoten von a
nach gy heiflen pg, fir i € {1,...,6} und j € {1,...,logd}. Von ¢ aus gibt es einen ¢
langen Pfad zu einem Knoten ¢s, mit Knoten ¢;, fiir i € {1,...,0}. Abbildung 8.1 zeigt
diese Konstruktion. Damit a > {%1 gilt, muss fiir « gelten:

' da+dlogd+0+1
o>
- d+1
Sda+a>da+dlogd+ 20 +2
S a>d0logd+ 20+ 2.

+1

Falls der Algorithmus nun fiir einen der Sterne a; bzw. a; und den zugehorigen Pfad-
knoten pg , fir j € {1,...,logd — 1} keinen Cluster Center gesetzt hatte, dann wére
S = {a;}, mit y = a eine Blocking Coalition mit Verbesserungsfaktor %Ogé > p.
Also miissen mindestens § Cluster Center bei den Pfadknoten p oder den Sternen

41
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Abbildung 8.1: Zusammenhingender Graph, indem es kein fiir k-Center gleichzeitig o-
approximatives und p-Proportional Clustering gibt. Die Pfadléingen sind so gewéhlt,
sodass der Pfad (qo,...,qs) asymptotisch schneller wichst als die anderen (hier mit
logé € 0(9)).

sein. Nun ist fiir den (qo,¢s)-Pfad aber nur noch ein Cluster Center iibrig. Damit
ist der k-Center Wert mindestens %5. FEin optimales k-Center Clustering ist aber X
={q : i € {0,...,0 — 1}} mit einem k-Center Wert von 1 + logd, da wegen Bedin-
gung 3, logd < %5 gilt. Wegen Bedingung 1 ist das Clustering X aber dann keine
o-Approximation fiir k-Center mehr. ]

Das gleiche Ergebnis l4sst sich fiir die Objektiven k-Means und k-Median aufstellen,
indem statt des Knotens g5 mehrere kleine Sterne erstellt werden.
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Fazit

In dieser Bachelorarbeit haben wir Proportional Fairness auf Graphen untersucht. Wir
haben gezeigt, dass fiir die Baumweite 1 und Baumtiefe 3 Exact Proportional Cluste-
rings noch existieren und dass dies fiir die néchstgrofleren Baumweiten und Baumtiefen
nicht mehr der Fall ist. Wir haben gezeigt, dass in Graphen nicht immer ein (2 — €)-
Proportional Clustering existiert. Ob der Lowerbound von 2 fiir serien-parallele Graphen
und allgemein Graphen mit Baumweite 2 erreicht werden kann, bleibt eine offene Frage.
Allgemeiner stellt sich die Frage, fiir welche Graphklassen, die das Dreieck-Gegenbeispiel
nicht enthalten, es immer ein Exact Proportional Clustering gibt und fiir welche Graph-
klassen, die das Dreieck-Gegenbeispiel enthalten, der Lowerbound von 2 erreicht werden
kann.

Wir haben gezeigt, dass der Greedy Capture Algorithmus auf Graphen und bereits
auf Biumen keinen besseren Upperbound als 14+/2 erreicht. Eine der wichtigsten offenen
Fragen ist, ob der Upperbound von Greedy Capture in Graphen verbessert werden kann.

Fiir Clusterings im Spezialfall N = M auflerhalb von Graphen kann moglicherweise
die Technik, in der Datenpunkte auf jedem Punkt in M und entsprechend viele Daten-
punkte bei den originalen Punkten N platziert werden, genutzt werden, um Ergebnisse
aus dem Fall N' C M zu iibertragen.
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